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1. fejezet

Matematikai bevezeto

E fejezet célja, hogy Osszegylijtse azokat a matematikai fogalmakat, amikre sziikségiink
lesz. Nem célunk barmiféle teljesség, bizonyitas pusztan egy segédlet, hogy altala elke-
riiljiik a fizikai gondolatmenet megszakitasat.

1.1. Jel6lések

’ Objektum ‘ jelolés ‘ példék ‘
skalar dolt bett s, t
vektor vastag beti r, F
vektor komponens dolt beti, also index v, F;
4-es vektor nagy beti X, P
4-es vektor délt bettt, felsé index R
kontravarians komponensek
4-es vektor " ., /-
kovarians komponensek dolt betd, also index 0, T1
tenzor vastag nagy-, gorog beti Do
tenzor komponens dodlt nagy-, gorog bett, alsé index | D;; o5
1.2. Vektor miiveletek
Legyenek adottak a kovetkezé mennyiségek:
a— (ala ag, (1,3)
b — <b17 b27 b3)
d - (dl, dg)
di1 dig dy3
D= 1.1
(d21 R (11



Skalar szorzat, két vektorbdl egy skalart kapunk:

3
c=ab = Zaibi = Zaibi (1.2)
i=1 i

Vektor szorzat, két harmas vektorbdl egy azokra merdleges harmas vektort kapunk:

v=axb
3 3
V; = Z Za,-jkajbk = Zgijkajbk, (13)
7j=1 k=1 ik

ahol ¢;;; a Levi-Civita-szimbdlum :

+1 ha (i,4,k) = (1,2,3),(3,1,2),(2,3,1)
ek =4 —1 ha (i,5,k) = (3,2,1),(1,3,2
0 egyébként

—~
w

—~
—_
e~

~—

Itt megemlitjiik a Kronecker-deltat is, amelynek definicidja:

1 hei— i
T L s
0 hai#j

Fontos azonossag a Levi-Civita-szimbo6lum és a Kronecker-delta kozott:
3
Z EijkEimn = 5jm5kn - 5]n5km (16)
i=1

A diadikus szorzat két vektorbdl csinal egy tenzort:

D=d®a
Dij = diaj (17)

Tenzor szorzat, két tetszoleges vektor kozotti linearis kapcsolat:

d =Da
3
di = Z DZ']’CL]' (18)
j=1

A derivalasbdl Descartes coordinatarendszerben is kialakithaté egy hdrmas vektor,
amely fontos szerepet jatszik a fizikaban. Ez a nabla szimbdlum:

V = (0;,0,,0,) (1.9)
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A nabla operator mindig valamilyen helyfiiggé mennyiségre hat. Eloszor legyen ez a
mennyiség skaldr V(r) ekkor egy vektort kapunk, amelynek i-edik komponense a kovet-
kezo:

ov
ox;
A fenti jelolés modok mind ekvivalensek és barmelyik elofordulhat a jegyzetben. A fenti
mennyiség mas néven egy skalarmezo gradiense , ami egy vektor, amely az adott pontban
a legnagyobb meredekség iranyaba mutat és nagysaga megegyezik a meredekséggel.

Ha a nabla operétor egy F(r) vektormezére hat akkor egy skalart kapunk:

VF =divF = ) gff => OF (1.11)

— 0V (1.10)

A kapott mivelet a divergencia , ami egy skalar és egy vektormezo forraserosségét méri
az adott pontban. Pozitiv értékek forrdst, negativ értékek nyel6t (semlyék) jelent.

A nabla keresztszorzata is értelmezheté. A kapott vektor i-edik komponensére a
kovetkezd adodik:

(V x F); = (rotF); Z%k Zsu,ﬁ Fy (1.12)

A fenti mennyiség a vektormezd rotaciéjat , azaz orvényerdsségét méri. A pozitiv irdanyt
a jobbsodras jeloli ki.

1.3. Dirac-delta

Az idealis hatdresetek, mint példaul tomegpont, tokéletesen merev testek pillanatszerii
iitkozése, nagyon fontos szerepet jatszanak a fizikdban. Kozos jellemzojiik a fenti pél-
daknak, hogy valamilyen jellemzd térbeli, vagy idobeli kiterjedésétol eltekintiink. Igen
jo okunk van erre, hiszen a tomegkozépponti tétel 4.1 kimondja, hogy kiterjedt testek
transzlacios mozgasa olyan, mintha az 6ssztomeg 6ssze lenne stiritve a tomegkozéppontba
és a kiilso erék erre hatnanak. Tehat ha nem érdekel mindkét a test tomegkozéppontjahoz
viszonyitott helyzete, a tomegponti leirds megfelel6. Ugyanigy az iitkozések soran min-
ket legtobbszor csak a szérodas végeredménye érdekel, és a kolecsonhatas pontos maédja
lényegtelen.

Vizsgaljuk meg tehat el6szor, hogy miképp lehet minél jobban kozeliteni egy t6-
megpontot egy kiterjedt testtell Dolgozzunk 1 dimenzidban és legyen a test homogén,
kiterjedése [0,a] (1d. 1.1 dbra). A test tomege a stirtiség integréljaval szamithato:

m = /Oa p(x)dx = ap (1.13)



- P
L

0 a x 0 a x

1.1. dbra. Tomegpont készitése: A test kiterjedése egyre csokken, a siirtisége n6, mikozben
tomege allandé marad.

Ha tehat most a tomeget rogzitjiik, mikozben a test a kiterjedését csokkentjiik, annak
stirlisége megné: p = m/a. Jeloljik D,(z)-szel azt a fiiggvényt, ami egy adott a-ra
teljesiti, hogy

1= / D,(x)dx (1.14)
és emellett D,(z) = 0, ha x<0, illetve x>a. Minket a a — 0 hatareset érdekel, ilyen
fiiggvény azonban nincs, mivel egy pontban lenne véges a teriilete. Igazébdl a §(z) =
lim, 0 Dy (z) ,fliggvényb6l” minket csak a kovetkezd tulajdonsag érdekel:

/y 5(x)ds = {0, ha az [z,y| tartomanyban nincs benn a 0 (1.15)

1, ha x<0<y

Ekkor az md(x) strliséget integralva megkapnank a tomeget.
Tehat, ha integral jel mogott szerepel d(x) akkor van értelme és akkor gy lehet ré
tekinteni, mint egy integral-utasitasra. Dimenzidja:

5(a)) = — (1.16)

Vizsgaljuk meg most a masik emlitett problémat, a tokéletesen merev testek iitkozé-
sét! Utkozzon egy dimenzidban tokéletesen rugalmasan két m tomegii test! Az l-es test
kezdeti sebessége v és az iitkozés utan Ora csokken. A 2-es testnél pont forditva, 0-rél
v-re no a sebesség az iitkozés soran. frjuk fel a 2-es test impulzus véltozasat:

[e.e]
Ap = mAvy = mv = / F(t)dt (1.17)
Ahogy egyre keményebb anyagu testeket valasztunk tgy lesz a kolcsonhatds ideje egyre
rovidebb, mikézben az erchatas egyre erésebb. A pillanatszer iitkozés hataresetben a



tomegponthoz hasonléan itt sem létezik erdfiiggvény, de az elébbi integral-utasitasnak
itt is van értelme:

/ T Pyt = / T Aps(t)dt (1.18)

—00 o0

Az itt definiélt 6(¢) dimenzidja:
[0(t)] = - (1.19)

Az el6bbiekben definidlt §(z) disztribucidt Dirac-deltdnak nevezziik.

Megjegyzés: A disztribucio-elmélet megalkotdja L. Schwartz volt. Aki elolvasvén
P.A.M. Dirac The Principles of Quantum Mechanics (1930) konyvét elégedetlen volt
annak matematikai korrektségével. Ebben a konyvben hasznélta Dirac a fenti §(¢) fiigg-
vényt el6szor. Ezért ragadt ra a késobbiekben Dirac-delta név. Maga Dirac is 6vatosan
fogalmazott:

»Thus d (x) is not a quantity which can be generally used in mathematical analysis like
an ordinary function, but its use must be confined to certain simple types of expression
for which it is obvious that no inconsistency can arise.”

Jollehet a kvantummechanikai szamitasokban minden jol kijott, a fiiggvényként valo
kezelése zavarta a matematikai képességeirol méltan hires Neumannt. Az 6 ez iranyu
matematikai vizsgalodasai inditottak el a disztribicié elméletnek nevezett matematikai
teriiletet.

Foglaljuk 6ssze a Dirac-delta tulajdonsagait:

1. A Dirac-deltat tehat a kovetkezoképpen hat:

| vt~ tot = y(a) (1.20)

o0

2. A Dirac-deltat barmely véges tartoju fiiggvénybol elo lehet allitani hataresetként,
ha a tartot gy nyomjuk 0 méretiivé, hogy kozben az integralt 1-nek tartjuk.

3. Mértékegysége: [d(t)] = 1/s, illetve [§(z)] = 1/m
4. Szimmetrikus: (t) = 0(—t)

5. Atskdlazds: 6(\t) = 15(¢), ha A > 0

6.

A 1épcsofiiggvény derivaltja: 0(t) = df/dt

1.4. Fourier-transzformacio

1.4.1. Periodikus fiiggvények Fourier-analizise

Bevezetésiil ismételjiik at azt, amit az eddigi tanulmanyaink soréan a rezgések spektrélis
felbontasarol hallottunk. A legismertebb gyakorlati példa erre a kiilonb6zé hangszerek
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altal keltett hangok analizise. Azaz annak a kérdésnek a megvélaszolasa, hogy mi a
fizikai oka annak, hogy pl. ugyanaz a normal & hang minden hangszeren masképpen
hallatszik, azaz kiilonbséget tudunk tenni mondjuk a hegedii és az oboa hangja kozott.

Legyen z(t) egy periodikus fiiggvény T' periddusidével (z(t + kT) = x(t), minden
k € Z-re), amely abszolit integralhatd, azaz

/T (t)]dt < oo. (1.21)

Ekkor mivel a szinusz és koszinusz fiiggvények ortogondlis bazist alkotnak Lo felett,
felirhat6 x Fourier-sora:

Z ay sin(kwt) + by cos(kwt)] + %0, (1.22)
k=1

ahol w = 27/T. Az ay, by Fourier-egyiitthaték meghatarozzak x(t)-t. Visszafelé a szi-
nusz és koszinusz fiiggvények ortogonaltsagat kihasznalva tudjuk meghatarozni a Fourier-
egyiitthatokat az x(t) fiiggvénybol. Emlékeztet6iil az ortogonaltsag kivetkezménye:

T T
/ sin(kwt) sin(nwt)dt = E(Sk" (1.23)
0 ;
/ cos(kwt) cos(nwt)dt = Eékn (1.24)
“r
/ sin(kwt) cos(nwt)dt = 0, (1.25)
0

ahol &, a (1.5)-ben definidlt Kronecker-delta. Mindezek felhasznaldsdval a Fourier-
egyiitthatok a kovetkezoképpen szamolhatok ki:

2 T
ap = —/ x (t) sin (kwt) dt
T Jo
2 T
b, = —/ x (t) cos (kwt) dt, (1.26)
T Jo
ahol £ € N. Lathatoan ag = 0, illetve
9 [T
bo = = t)dt 1.2
o=z [ o) (1.27)
Ezért, ahogy mar lattuk:
b o
x(t) = 50 + Z [ay sin(kwt) + by cos(kwt)] (1.28)
k=1
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1.4.2. Nem-periodikus fiiggvények Fourier-analizise

Természetes médon felmeriil a kérdés, hogy vajon egy nem periodikus z (t) fiiggvény
szintén felbonthato-e valamiféle 6sszetevokre. Azaz létezik-e nem periodikus fiiggvények
spektralis felbontasa. A valasz igen!

X
(a) /Lf\
0 T, 1
X
(b)
0 T, 2T, 3T, ¢
X
() /Lf\
1 | ™ >
0 T, T 2T ¢

1.2. dbra. (a) Véges tartéju x(t) fiiggvény. (b) Ty peridédusu periodikus fiiggvény x(t)-
bol. (c¢) T" periédusu periodikus fiiggvény x(t)-bol.

Legyen x(t) egy véges tartéju (¢t € [0,Tp]) figgvény (1.2 (a) dbra). Ha a fiiggvény
tartdjat megismételjiik egymas mellett (1.2 (b) dbra), akkor Ty periddus idejii periodikus
fiiggvényt kapunk. Ennek Fourier-sora:

+ Z ay sin(kwt) + by, cos(kwt)] , (1.29)
k=1

bo
2

ahol w = 27 /Tj.

Megtehetjiik, hogy a véges tartékat nem pontosan egymas mellé illesztjiik, mint a
1.2 (c) dbrén, ekkor az z/(t) periodikus fiiggvényt kapjuk 7" periédusidével. Minél
nagyobbra vélasztjuk T’-t, annal inkabb hasonlit a periodikus fiiggvényiink az eredetire.
Természetesen x1(t) Fourier-sora is felirhatd, de most az alapharmonikus w’ = 27/T":
b oo
xp(t) = T + Z a7 sin(kw't) + by, 1+ cos(kw't)] . (1.30)

k=1
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Az eredeti z(t) fiiggvény az aldbbi hataratmenettel &ll el6:

x(t) = lim zp(t) (1.31)

T'—o0
Ennek két kovetkezménye lesz: Egyrészt folytonos lesz a spektrum, hiszen az alapharmo-
nikus Aw’ = ' = 21 /T" — 0, masrészt az a1, by egylitthaték is tartanak nullahoz:

o0

z(t) = Tl/i_r)nOo i (t) = Tl/i_r)rloO Z [Ay. 7 sin(kw't) + By, 1 cos(kw't)] Aw'. (1.32)

Itt elhagytuk a nulldhoz tarté konstans by 7 tagot. Ez lényegében az integral diszkrét
definicidja, azaz:

x(t) = /OO[A(UJ) sin(wt) + B(w) cos(wt)]dw (1.33)
Ezt nevezziik Fourier—integréln(;k. Az egyiitthatok meghatarozasa:
AW) = =1 2 OTI (1) sin(k )t = /0 U eysintd,  (13)
ahol w = kw’. Osszegezve:
Alw) = %/(: x(t) sin(wt)dt (1.35)
B(w) = %/(: x(t) cos(wt)dt (1.36)

Az integréldsi tartomany kiterjesztésénél kihasznaltuk z(t) véges tartdssagat.

1.5. Komplex Fourier-analizis

A folytonos Fourier-analizist érdemes tovabbvinni komplex szamok esetére is. Ismert,

hogy
ezwt _ e—zwt ezwt + e—zwt
2

sin(wt) = —————  és  cos(wt) =
Ekkor az z(t) Fourier-transzormaltja a kovetkezOképpen irhato:

2i
z(t) = /0 " gt [Aézfj) + @] + e ! [—%:j) + @] dw

(1.37)

[B(w) + iA(w)] dw (1.38)

12



Bevezettiik a X (w) = [B(w) — iA(w)]/2 komplex egyiitthatét. A X*(w) ennek komplex
konjugaltja. =(t) Fourier-transzforméltja most igy néz ki:

() = /0 h [X(w)eiwt] dw + /0 N [X*(w)e—iwt} dw =
- /O h [X(w)em] dw + / (; [X*(—w’)e“w’t} dw’ (1.39)

A masodik 1épésben végrehajtottunk egy valtozd cserét. A szinusz és koszinusz fiiggvé-
nyek paratlan illetve parossaga miatt igazak a kévetkezo Osszefiiggések:

A(—w) = —A(w), és B(—w)=+DB(w) (1.40)

£ (—w) = B(—w) —;iA(—w) _ B(w) —22'A(w) X (w) (1.41)

Azaz a komplex Fourier-transzforméacio az alabbi egyszert alakot veszi fel:
/ X (w)e™!dw (1.42)
X —wtdt 1.43
@ =5 [ altre (1.43)

Az x(t) valés idéfiiggvény Fourier-transzformaltja a X (w) komplex frekvenciafiigg-
vény. Gyakran mondjuk azt is, hogy: Az z(t) fiiggvény Fourier spektruma az X (w). A
Fourier-transzformaciora a kovetkezo1r szimbdélumot hasznaljuk:

Flz(t)] = X(w) (1.44)

Amint mar régebben utaltunk ra, a Fourier-transzformacié mindig létezik, ha a transz-
forméalandé fiiggvény abszolit, vagy négyzetesen integralhato:

/_Oo w(t)|dt < 0o, vagy /_oo 2(#)2dt < 00 (1.45)

o0 [e.9]
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1.6. Fontos azonossagok Fourier-transzformaciohoz

frjuk fel egy fliggvény Fourier-transzforméltjanak inverz Fourier-transzformaltjat:

x(t) = / (/ z(t)e ™" dt> e“tdw =
/ / zw (t—t’ )dt dw =
= / (t') L/ ety | dt' =

- / T )5t — )t (1.46)

—00

A fenti azonossag alapjan felirhato a Dirac-delta egy kicsit szokatlan eléallitasa:

5(23)2/ % e“'dw, (1.47)

Flo(t)] = 5= (1.48)

Hajtsuk végre a t — —w és w — t véltozd cseréket az (1.47) egyenletben! Ekkor a
konstans Fourier-transzformaltjat kapjuk:

5(w) = 6(—w) = /_ h %ei“’tdt
F1] = §(w) (1.49)

Tovabbi néhany fontos tételt is felirhatunk, amelyekben bonyolult miiveletek egyszerii
szorzassa valnak Fourier térben.

F | 50| =wriron (1.50)
FIf 1)) = 0 F (1) (151)
{/ F(t)g(t — #)de| = 2 FLF (1) Flg(t)] (1.52)

Az elsé kett6 allitas trividlisan bizonyithatd a definiciébdl, az utolsé a konvolicié Fourier-
transzforméltja a linedris rendszerek analizisénél (6.4.2 fejezet) kap fontos szerepet. Bi-

14



zonyitasahoz induljunk ki az f(t') és a g(t — t') Fourier-transzformé&ltjabdl:

f = /OO F(w)e™? dw (1.53)
gt —t") = /OO G(w)e™ =) dy’ (1.54)

Most irjuk fel a konvoliciot:

/_Z f(E)glt —t)dt' = /_Z (/_Z F(w)ei‘“t'dw) (/_Z é(w/)eiwl(tt/)dw’) dt'=
_ / Z / Z F(w)G(w)e ( / Z o dt,) o —

~
216 (w—w')

= /OO 2 F(w)G(w)e™ dw (1.55)

[e.e]

A fenti kifejezésbdl leolvashatd, hogy a konvolicié Fourier-transzformaltja valoban az
(1.52) egyenletnek megfeleld.
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2. fejezet

Egyetlen tomegpont kinematikaja

2.1. Palya

A kinematika mechanikai rendszerek mozgdsanak leirasaval foglalkozik. Kizardlag a ho-
gyan kérdésre keresi a valaszt a miértek megvalaszolasa a dinamika feladata. Els6 1épés-
ként ebben a fejezetben egyetlen tomegpont mozgasat vizsgaljuk.

Egy tomegpont helyét egy adott pillanatban egy vonatkoztatasi rendszerben a hely-
vektor r adja meg. A tomegpont mozgéasa soran egy térgorbét kovet, melyet az r(\)
fiiggvénnyel irjuk le. Matematikailag igen sokféle modon lehet a A paramétert definialni,
a fizikai szemléletessége miatt a kinematikaban mi kétféle paraméterezést haszndlunk: az
eltelt id6t A = t, illetve a megtett utat A = s. Természetesen a palya mentén befutott ta-
volsag és a id6 egymaéssal szoros kapcsolatban van. Az s(t) fiiggvény a pont mozgdsédnak
egyik fontos kinematikai jellemzoje.

A\ 4

2.1. abra. Egy tomegpont palyaja.

[d6n itt azt a mennyiséget kell érteni, amelyet az inerciarendszerben elhelyezett stop-
peréra mér. Ez a praktikus definicié (az idd az, amit az éra mér) most szdmunkra egy
jo darabig elegend6 lesz. Az id6 fogalmanak preciz kifejtésére csak a specidlis relativitas-
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elmélet és a kvantummechanika soran keriilhet sor. Filozofiai kérdésekkel ezen tantargyon
beliil a sziikségesnél tobbet nem foglalkozunk. A kinematika feladata, hogy meghaté-
rozzuk a helyvektor id6 szerinti derivaltjainak értékét, mivel ezekre van sziikségiink a
dinamikéhoz. A Newton -féle mozgastorvény (Newton II) miatt azonban tudjuk, hogy
csak az elsé és masodik derivaltra van sziikségiink. Az id6 szerinti derivaltat ponttal
jeloljiik:

r(t) & d‘;i—gf) = i (t) & (1) 2.1)
A magasabb rendii derivaltakra csak specidlis esetekben lehet sziikség.

A legegyszeriibb moédszer az, ha felvesziink egy koordindta-rendszert és abban meg-
adjuk az r(t) fiiggvény skalar komponenseit, majd meghatarozzuk az id6 szerinti derival-
takat. Descartes koordindta-rendszer esetén ez csak az x, y, z skalar komponensek idode-
rivaltjait jelenti. Gorbevonalu koordinatak esetén a helyzet bonyolultabb. Itt ugyanis az
egységvektorok iranya fiigghet attol, hogy a tér melyik pontjaban vagyunk. Ezért aztan
a tomegpont mozgédsa soran az egységvektorok ido szerinti derivaltja mar nem lesz zérus,
igy a formuldk bonyolultabb alakot 6ltenek. Az 2.1 tablazatban sszefoglaljuk ezeket.

Koordinata-rendszer | Descartes Henger

T=x x = Rcos¢
Descartes-koordinatak =y y = Rsin¢

z2=2z z2=2z
Egységvektorok (e, ey, €) (er, €y, €)
Helyvektor r = | ve, +ye, +ze, | Rer +e,
Els6 derivalt r = | re, +ye, + ze, Rer + Roe, + Ze,
Mésodik derivalt = | ie, + je, + %e. | (R — Rp?)er+

(R) + 2Rp)es + e,

Koordinata-rendszer | Gombi
x = rsind cos ¢
Descartes-koordinatak | y = rsin ¢ sin ¢

Z =1cos ¢
Egységvektorok (e, eg,€p)
Helyvektor r=|re,
Els6 derivalt r = | re,+rdey + +rosinde,

Miésodik derivalt # = | (¥ — 70* — r¢” sin® ¥)e,+
(rd + 27 — r¢? sin v cos¥)ey+
r¢sind 4+ 2r¢sind + 2rde cosv)ey

2.1. tablazat. A helyvektor idéderivaltjai Descartes, henger és gémbi koordindta-
rendszerben.
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Az 2.1 tablazatbdl kiolvashatok pl. a kormozgas kinematikai adatai. Célszeri henger
koordinata-rendszert hasznalni. Torténjék a mozgas az xy-sikban 1évé O origd centrumu
Ry sugart korpalyan. Azaz most z =0 és R = Ry allandé. Ezért azt kapjuk, hogy

r — Reen (2.2)
I" — R()Q.sed) = Rowe(z) = Ue¢
i = —Ryd’en + Roé% = —Row’er + Rowey, (2.4)

ahol bevezettiik az w = ¢ szogsebesség fogalmat és a pont v = Row (palyamenti) sebes-
ségét. A formuldnkban automatikusan megjelent a centripetélis gyorsulds is:

Aep = —Row? = —— (2.5)

amely természetesen —ep iranyu, azaz mindig a kor kozéppontja felé mutat.

A késébbiek soran (féleg a kiterjedt testek forgé mozgasanak a tanulményozésakor)
igen hasznos lesz egy 1j fogalomnak, az szdgsebesség-vektornak a bevezetése. Ez az
imént hasznalt w szogsebesség fogalmanak az altaldnositasa, amely soran a kérmozgast
jellemz6 két fontos informéciot, nevezetesen a szogsebességet és a mozgas sikjanak a
térbeli helyzetét egyetlen fogalomban egyesitjiik. Egy sik térbeli orientaciéjat az e,
normalvektorral hatarozunk meg. Ha az e, vektor a kérmozgas sikjat jeloli, akkor a
szogsebesség-vektort az w = we,, kifejezés definidlja.

A szogsebesség-vektor igen hasznos fogalom a sebesség meghatarozdsara. Konnyen
belathatd, hogy az

F=wXr (2.6)

kifejezés meghatarozza a kormozgast végzo tomegpont sebességét.

2.2. Altalénos mMozgas

Egy adott koordindta-rendszerben, az r(t) dltaldnos térbeli mozgds ismeretében, a se-
bességvektor és a gyorsulasvektor formélisan kiszamithatd. Az eredmény legtobbszor
egyaltaldn nem szemléletes, mert a harom vektor egymashoz valé (geometriai) viszonya
a kapott formakbdl nehezen olvashaté ki. Ezért a kinematikdban azt a megoldast va-
lasztjuk, hogy a sebesség- és a gyorsulasvektorokat a tomegpont péalyajahoz viszonyitva
hatarozzuk meg.

Mivel a pélyat magat az r(s) fiiggvény adja meg, ezért célszerii lesz, ha az idéderi-
véaltakat az r(s(t)) Osszetett fliggvénybdl szamitjuk ki. A kozvetett derivélds miivelete
segitségével, a sebességvektor a kivetkez6 mddon irhato fel:

d _drds ,

= S lr(s(e)] = o =, (27

V=r
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ahol vesszovel az 1t szerinti derivalast jeloltiik. Az ut id6 szerinti derivaltja a sebes-
ség (s = v), A helyvektor ut szerinti derivaltjanak, r’-nek igen szemléletes geometriai

jelentése van. Ugyanis:
r' = lim ar_ e (2.8)
As—0 As
Hiszen amint a 2.2 (a) dbrabdl kittinik Ar hatdrértékben a pélya érintéjébe megy At.
Az érinto iranyu egységvektort, tangencialis egységvektornak nevezziik és e;-vel jeloljiik.
Nyilvanvald, hogy az r(s) térgorbe (a pont palydja) s szerinti derivaldsa magardl a palya
geometriajarol szolgaltat adatokat, hiszen kozvetleniil az idéparamétert nem tartalmazza.

Ar

e(s) _ e(s+As)

r(t)

(a) (b)

2.2. abra. Egy tomegpont palydja. A palyaérinto.

Szamoljuk ki a gyorsulast:
a="1=1oe +vé =1 ds %e,
=1 = ve, + vé; = Ve, + ve, o = e +v'e; (2.9)

Hatarozzuk meg a tangencidlis egységvektor uthossz szerinti derivaltjat. A 2.2 (b) dbra
alapjan:
Ap e
' =e, lim — = - 2.10
¢ =en im RS TR, (2.10)
ahol R, a palya gorbiileti sugara , a reciprokat pedig gorbiiletnek nevezziik. Tehat a
gyorsulas
02
a=r=1e + —e, 2.11
o (211)
Ebbdl leolvashatd, hogy a gyorsulasvektornak van egy sebességgel parhuzamos és egy arra
mer6leges komponense. Az el6bbi a sebesség nagysaganak, a mésik a sebesség iranyanak
a megvaltozasat jellemzi, ez utébbi a jél ismert centripetélis gyorsulas . Lathato, hogy
alland6 gorbiileti sugdr esetén az altalanos kormozgas (2.4) kinematikai egyenleteihez
jutottunk.
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b(s)

b(s+As)
As

2.3. dbra. Binormalis egységvektor egy térbeli palyan

Altaldnos térbeli mozgasnal a tangencidlis és a normalis egységvektorok a pillanatnyi
kormozgés sikjat adjak meg (1d. 2.3 4bra). Ennek a siknak a térbeli helyzetét a binormalis

egységvektorral jellemezhetjiik:
b=e¢ xe, (2.12)

Sikmozgas esetén b allandod, térbeli palya esetén b valtoztathatja az iranyat. Ezen
iranyvaltozas nagysagat fejezi ki a torzio , amelynek definicidja a kovetkezo:

dp
7= 2.13
s (2.13)
ahol [ jeloli a binormalis egységvektor elforduldsi szogét. Azaz a torzié a binormaélis
vektor szogsebessége.
Igazak a kovetkezd (egyéltaldn nem nyilvdnvald) sszefiiggések (a bizonyitast az Ol-
vaséra bizzuk):

1 / 1/ |I' X I'|
— =1 X = 2.14
R == (2.14)
(" X e)e”] (X )
T="xrE =~ ixip (2.15)

Lathato tehdt, hogy két fontos geometriai adat (a palya R, gorbiileti sugara és 1" torzidja)
egyarant kiszamithato a palya helyvektoranak ut, vagy id6 szerinti derivaltjaibdl.
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3. fejezet

Egyetlen tomegpont altalanos dinamikaja

3.1. Torténeti bevezeto

A dinamika a mechanikdnak az a része, amelyik a mozgas okaival foglalkozik. A , miért”-
re ad valaszt, ellentétben a kinematikaval, amelyik csak a ,hogyan”-nal foglalkozik. Isaac
Newton (1643-1727) fogalmazta meg elGszor azokat az alaptorvényeket, amelyek segit-
ségével meg tudjuk magyarazni, hogy a testek miért éppen tigy mozognak, ahogyan azt
egy adott esetben teszik.

JEgi” és ,foldi” megfigyelések és a megfigyelt mechanikai mozgdsok szémszerti lefrd-
sanak sokasaga jelentette az utat a newtoni torvények felismeréséhez.

Newton maga mondta:

~Ha tavolabbra ldttam madsokndl, azt azért tehettem, mert oridsok vallan dlltam.”

Tycho Brahe, Galileo Galilei, Johannes Kepler, René Descartes, Christiaan Huygens
voltak ezek az ,,6ridsok”. Ezen megismerési ut végét Newton mive, a Philosophize Natu-
ralis Principia Mathematica jelentette (1687).

Megsziiletett a mai értelemben vett fizika tudoménya. Mar a mi cime is lényeges, hi-
szen a természetfilozéfia matematikai elveirdl beszél. Ez mintegy vélasz Galilei alapveto
felismerésére, amely a mai modern természettudomany (és az ezen alapul6 technikai ci-
vilizaciénk) egyik alapkove. Eszerint ugyanis: ,A természet nagy konyvében csak az tud
olvasni, aki ismeri azt a nyelvet, amelyen e konyv irva van, és az a nyelv: a matematika.”
Ez a fontos tény Newton munkéssdgaban konkrét alakot 6ltott, hiszen Newton felismerte
azt a matematikai nyelvet is (ez a differencidl- és az integrél-szamités), amellyel a Termé-
szet (a mechanikai jelenségeknél) szdl hozzénk. Természetesen az azéta eltelt tobb mint
300 év alatt sokan és sokat foglalkoztak mechanikaval. A Newton altal megfogalmazott
torvények (a lényegiik megtartasa mellett) letisztultak és absztrakt matematikai modellé
fejlodtek. Ma mar ebben a forméban fogalmazzuk meg Oket.

Newton torvényeit (axiémadit) tomegpontokra mondjuk ki. Ez az a modell, amelyen
a matematikai szamitasok egyértelmiien elvégezhetok. A valddi, kiterjedt testeket to-
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megpontok sokasagaként modellezziik majd. Az itt felismert torvények mar precizen
alkalmazhatdéak a minket koriilvevs véges méreti (tetsz6leges halmazallapoti) targyak
mechanikai viselkedésének a tanulméanyozasara. A kovetkezékben ezt az utat kovetjiik.

Az altalunk felismert természettorvények un. kerettorvények, azaz pontosan meg tud-
juk (meg kell tudnunk) mondani azon jelenségeknek a korét, amelyeknek a megmagya-
razasara szolgalnak. Ilyen a newtoni mechanika is. A Newton torvények fénysebességnél
sokkal kisebb sebességgel mozgd, makroszkopikus méretii testek mechanikai viselkedését
modellezik. Ezt nevezziik klasszikus mechanikénak.

A klasszikus mechanika altalanositdsa nagy sebességek esetén a specialis relativitas-
elmélethez, mikroszkopikus (atomi méretek) tartoménydban pedig a kvantummechani-
kahoz vezet. A modern fizikanak ezek a fejezetei természetesen nem hatalytalanitjak a
Newton torvényeket. A newtoni modell (éppen azért, mert ,csak” modell) tovdbbra is
igen pontosan megadja a klasszikus testek mindennapi dinamikajat. S6t, mind a specidlis
relativitaselmélet, mind pedig a kvantummechanika hataresetben vissza kell, hogy adja a
newtoni mozgastorvényt. Ezt nevezziik korrespondencia-elvnek. Az elméleti fizika egyik
igen fontos feladata ezen modellek kozotti viszonyrendszer bemutatasa.

3.2. A tomegpont mozgasegyenlete

Tekintsiink egy m tomegli pontszerii testet. Ez a tomegpont a ra haté erék hatasara
valamilyen r(¢) fiiggvény szerint mozog. Az r(t) fiiggvényt egy olyan vonatkoztatdsi
rendszerben adjuk meg, amelyben a Newton torvények igazak, azaz ha a testre nem hat
erd, egyenesvonali egyenletes mozgéast végez (Newton 1. torvénye). Ennek a vonatkozta-
tasi rendszernek a matematikai modellje egy koordindta-rendszer. Az erék matematikai
modellje az erévektor. A tomegpont mozgasegyenlete Newton 2. térvénye alapjan:

p=F, (3.1)

ahol az impulzus p = mr. Newton 3. térvénye az eré-ellenerd kapcsolatot mondja ki,
mely szerint két test kolecsonhatésa soran mindkét testre azonos nagysagu, egymassal
ellentétes iranyu er6 hat. Ha a tomegpontra N darab er6 hat, akkor a ra haté eredo er6
Newton 4. torvénye alapjan:

F=)F (3.2)

Az erok forrasa a tomegpont és a testek kozotti kolesonhatas. A hétkoznapi életben
a minket koriilvevé makroszkopikus testek kozott csak akkor 1ép fel erohatas, ha azok
kozvetleniil érintkeznek egymaéssal. Ezért a tomegpontnak is érintkeznie kell a red haté
testekkel. Ugyanakkor érezhetéen jelen van a hétkoznapjainkban egy olyan erchatas
is, ahol nem kell, hogy a témegpont kozvetleniil érintkezzen a testtel. Ez a gravitacié.
Nem véletlen, hogy a Principidban Newton kidolgozta a Newton-féle gravitacié elméletét
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is. Newton természetesen még nem ismerhette az elektrodinamikat. Nem tudott az
elektromos toltéssel bird részecskék és az elektroméagneses tér kolcsonhatasairél. Nem
volna sziikségszerii, de tapasztalati tény, hogy a Newton torvények az elektromagneses
mezoben mozgd tomegpontra is érvényesek.

Mindenfajta er6 un. lokalis eré. Ez azt jelenti, hogy az eréhatds csak a tomegpont r
helyén 1évé fizikai viszonyoktdl fiigg (barmit is értsiink most , fizikai viszonyokon”). Ennek
a lokalitasnak a kovetkeztében az helyen 1év6 tomegpontra hatd ered6 eré matematikai
alakja (elvileg) a kovetkezo6 lehet:

F(r, i, i, 1,...,1) (3.3)

A tapasztalat azonban azt mutatja, hogy az els6 derivaltnal magasabb rendii tagok nem
jelennek meg az erotorvényekben, azaz elég az alabbi fiiggvényt vizsgdlni:

F(r,1,t) (3.4)

Az 1 fiiggés leginkabb a surldédasbdl és a kozegellenallasbol szarmazo erck esetén fordul
elo, illetve az elektromagneses mezében mozgd toltéssel rendelkezé tomegpontra hato
Lorentz-er6 tartalmaz sebesség fiiggést. Fontos osztaly tehat, amikor a sebességfiiggés
nem jelenik meg, ekkor az er6

F(r,t) (3.5)

olyan mintha a tér tulajdonsdga lenne, ami fiigg a tomegpont mozgasallapotatol. A
fenti fliggvény neve erotér, hiszen a tér minden egyes pontjaban a témegpontra egy jol
definialt er6 hat.

3.3. Munkatétel

A mozgéasegyenletbdl fontos torvények vezethetok le. A tovdabbiakban, hacsak azt kiilon
nem emlitjiik, a tomegpont tomege mindig allandé lesz: m=0.
Induljunk ki a mozgasegyenletbdl:

p=mi=F (3.6)

Sorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat skaldrisan az r sebességvektorral, ami utan az
egyenlet bal oldala teljes derivalt alakban irhaté:

mit = Fi (3.7)

d (1 ,\ .

Integraljuk mind a két oldalt a [t1, t5] id&tartomanyra. Ekkor kapjuk, hogy:

1 to to
[—mi’Q} = / Frdt (3.9)
2 "

t1
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A (3.9) egyenlet jobb oldalan 1év6 integrél neve az F erd altal végzett munka:

to 72
t1 r1

A (3.9) egyenlet bal oldalan all6 kifejezést kinetikus energidnak nevezziik.
1 .,
Eign = 5mi (3.11)
A kapott egyenloség a munkatétel:
Ekin,2 - Ekin,l = W12 (312)

Szavakban: eqy tomegpont kinetikus energidjanak a megudltozdsa eqyenlé a rd hato
erok munkdjdval.

3.4. Mechanikai energia megmaradas

Iy

3.1. abra. A két palydn az er6tér munkdja megegyezik, ha a korintegral zérus.

Tegyiik fel, hogy a tomegpontra haté eré olyan, hogy kozvetleniil nem fiigg sem az
id6t6l sem pedig a pont mozgédséllapotatdl, azaz F(r) vektortérrel modellezhetd. Tovabba
specialisan olyan, hogy egy zart gorbére vett integrédlja zérus, azaz:

]{F(r)dr = 0. (3.13)

Ekkor nyilvanvald, hogy ennek az erének a tér két tetszoleges pontja kozott végzett
munkdja nem fligg magitdl a palya alakjatol, csakis a két végpont helyzetétdl (Lasd 3.1
abra), azaz

Wheor = / Fdr (3.14)

ro
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fiiggetlen az tuttél. Ekkor egy tetszileges (6nkényes) V' (rg) referencia értékhez képest,
definidlhaté a potencidlis energia:

V(r) =V(ry) — / Fdr (3.15)
ro

A V(r) potencidlis energia a tér minden pontjaban kiszdmithaté. Természetesen meg-
adhaté az inverz kapcsolat is F(r) és V(r) kozott. Vizsgdljuk meg a potencidlis energia
megvaltozasat egy kis, infinitezimalis Az elmozduldsra. Ekkor (3.15) egyenlet a kovet-
kez6 alakot veszi fel:

AV ~ —F, Az, (3.16)
ahonnan 5V AV
or ~Am N, = (3:17)
Ugyanigy 0V /0x; = —F;, azaz
F = —gradV = -VV. (3.18)

A jobb oldalon 4ll6 matematikai miivelet neve gradiens, amely egy skalarmez6 meredek-
ség vektorat hatarozza meg:

gradV = (2—‘;, 86—‘;, 88_‘2/) (3.19)
Ebben az esetben a munkatétel igy irhato:
1 . I
gmit| = gmit = Wi =V(r1) — V(r2) (3.20)
ro ry
Atrendezve:
§m1'"2 r +V(r) = %mi‘2 r + V(ry) = &lland6 (3.21)

Ez természetesen a tér barmelyik két pontjara igaz. Tehat létezik egy skalar mennyiség,
amely a mozgds soran allandé marad. Ennek a neve a tomegpont mechanikai energidja,
azaz:

Erech = Fxin + Epor = allandé (3.22)

Ez a mechanikai energia megmaradasanak tétele. Mivel az E,., mechanikai 6sszenergia
a mozgas soran nem valtozik az ilyen erctereket konzervativ er6térnek nevezziik.

Vizsgaljuk meg, hogy milyen megkotéseket jelent a tomegpont mozgasara, illetve
tartozkodasi helyére a mechanikai energia megmaradasanak tétele. Vizsgdjuk az egydi-
menzios problémat. Ekkor

1
BErech = §mx'2 +V(x) (3.23)
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V(x) V(x)

(a) (b)

3.2. abra. (a) Kiilonb6z6 energidkhoz tartozé klasszikusan megengedett tartomanyok:
kék, zold, lila: nem kotott allapot, piros: kotott allapot. A szaggatott részek nem
megengedett tartomanyok. (b) egyensilyi allapotok x4 instabil, x5 stabil.

Klasszikusan, a tomegpont nem tartézkodhat olyan helyeken, ahol a potencial na-
gyobb értéket vesz fel, mint a tomegpont mechanikai energidja. Ezek a részek a teret
ugynevezett klasszikusan megengedett tartomanyokra tagoljak, ahol a potencialfiiggvény
nem nagyobb, mint a témegpont mechanikai energidja V(z) < E és ahol a tomegpont
elé6fordulhat.

Egy tomegpont kotott allapotban van, ha véges térrészben tartozkodhat. Példaul a
3.2 (a) dbran az Ey energidhoz tartozé pirossal jelolt tartomanya. Ellenkezé esetben nem
kotott dllapotrdl beszéliink (3.2 (a) dbran a kék, zold és lila részek).

Amennyiben a potencialnak extrémuma van egy pontban és a tomegpont mechanikai
energidja pont megegyezik az itt felvett potencidlis energiaval (lasd 3.2 (b) abra), egyen-
silyi helyzetrol beszéliink. Az egyenstlyi helyzet lehet stabil, ha a potenciadl méasodik
derivéltja pozitiv ebben a pontban, illetve instabil ellenkezé esetben.

3.5. Disszipativ erok. A munkatétel altalanositasa

Nem konzervativ mozgas legegyszeriibb példaja az egyszerti csiszo surlédas. Ha egy
tomegpont egy vizszintes lapon mozoghat, akkor a siklap és a tomegpont kozott egy
alland6 nagysagu surlédo erd hat.

Az eddigi tanulmanyainkbdl ez jol ismert jelenség. Azt is tudjuk, hogy a csiszo
surlédasi er6 fiige a témegpont mozgasi allapotatol, hiszen mindig a pillanatnyi elmoz-
duléssal ellentétes irdnyban hat, azaz egy sebességvektortdl fiiggé erorol van szé. Ennek
matematikai alakja

F, = —a(v/v), (3.24)

feltéve, hogy v # 0. Mivel a kinematikabol tudjuk, hogy a sebességvektor mindig a palya
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érintojével parhuzamos, ezért
F, = F.,e; (3.25)

Szamoljuk ki egy allandé nagysagu surlodasi er6 munkajat egy zart S gérbén

7{ F,dr = ]{ Foeudr = I, }{ ds = F,5, (3.26)
S S S

ahol S a zart S gorbe hossza. Azaz a surlédasi eré nem konzervativ er6. Nem defini-
alhaté egy hozza tartozo potencidlis energiafiiggvény. Az ilyen mechanikai rendszereket
disszipativ rendszereknek nevezziik és a haté eréket disszipativ eréknek. A surlédasi er6
tehat disszipativ er6. Ha a tomegpontra egy Fj konzervativ és egy F, disszipativ er6
hat, akkor a munkatétel értelmében:

Bmiﬂy — VL + ]{ F.dr (3.27)
Atrendezés utan kapjuk, hogy
B+ VL, = f P (3.28)
ro
Felhasznélva a mechanikai energia fogalmat:
Br) — E(ry) = 7§ FLdr (3.29)
ro

Szavakban megfogalmazva: egy tomegpont mechanikai energiajanak a megvaltozasa a
rahaté disszipativ erok munkéjaval egyenld. Sturlodasi er6knél ez mindig negativ. Ebben
az esetben tehat a mechanikai energia nem egy megmaradd mennyiség.

Létni fogjuk majd, hogy makroszkopikus skalan definiélt disszipativ er6(k) munkéjét
mikroszkopikus skédlan lehet tomegpontok dinamikajaként is értelmezni. Azaz a mikrosz-
kopikus skalan csak két energiafajta van: kinetikus- és potencialis energia.

3.6. Egyetlen tomegpont perdiilete

Az r helyen 1év6, p impulzusi tomegpontnak egy adott, all6 pontra vett perdiiletét
(impulzusmomentumat) a kovetkezOképpen definidljuk:

Lp=(r—rp) Xp. (3.30)

A definiciot a 3.3 dbra szemlélteti. A tovabbiakban, ha csak kiilon nem emlitjiik a P
pont maga az O origo lesz, ahonnan az r helyvektort is mérjiik. Azaz

L=rxp (3.31)
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3.3. abra. A perdiilet definicidjahoz hasznalt vektorok.

Induljunk ki a mozgéasegyenletbél majd szorozzuk meg balrdl az egyenletet vektoria-
lisan a helyvektorral:

p=F
rxp=rxF
. d
L:E(rxp):i‘xp—i—rxpzer:N, (3.32)

=0

ahol bevezettiik az F erének az origéra vett N = r x F forgatényomatékat . A (3.32)

egyenlet ‘
L=N (3.33)

a perdiilettétel.

3.7. Megmaradasi tételek egyetlen tomegpont mozgasa so-
ran

Az tgynevezett megmaraddsi tételek igen fontos és hasznos szerepet jatszanak, nemcsak

a mechanikaban, hanem a fizika mas fejezeteiben is. Ezen tételek elso, legegyszeriibb

megnyilvanulasait mar egyetlen tomegpont dinamikdaja esetén is lathatjuk. Legyen a

tomegpontra haté sszes erdk ereddje F = 0 zérus, akkor a Newton II. torvénye alapjan
az impulzusmegmaradas tételéhez jutunk:

p = allandé (3.34)

Ha a tomegpontra hatd erdk ereddjének a nyomatéka r x F = 0 zérus, akkor az
impulzusmomentum-megmaradas tételét kapjuk:

L = alland6 (3.35)
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Ha a tomegpontra csak konzervativ erck hatnak, akkor a mechanikai energia megma-
radas torvénye adddik:

E = allandé (3.36)

Ezeket a mozgas soran allandé dinamikai mennyiségeket mozgdsdllandoknak nevez-
ziik. Osszetett mechanikai rendszerek (tomegpontrendszerek) esetén ugyancsak megfo-
galmazhatok a fenti tételekkel analég mozgasallandok. Sot, megmutathatd, hogy ezen
megmaradasi tételek valamilyen alapvetd (tér és id6) szimmetria kovetkezményei. Ezek-
r6l a Mechanika elvei (5) fejezetben ejtiink majd egy-két fontos szot.

3.8. Tomegpont specialis térbeli mozgasa: a centralis erotér

Tekintsiink egy olyan erdteret, amelyben a tomegpontra haté er6 a tér minden pontjaban
egy megadott rogzitett pont (legyen ez az origd) iranyaba mutat. A klasszikus mechanikai
koriilmények kozott eléforduld eréhatasok esetében nincs az erdonek idofiiggése, tehat a
centralis er6tér matematikai alakja a kovetkezo:

F.(r) = F(r)e, (3.37)

Ilyen példaul a (Newton-féle) gravitdcids erétér de egy rugd végére erésitett test is ilyen
erOteret érzékel a mozgasa soran.
A centralis eréterek definicigjabol kovetkeznek az aldbbiak:

3.1. Kovetkezmény Az izotropia miatt kénnyen beldthato, hogy ez az erdtér konzervativ:

j{Fc(r)ds = ]{F(r)erds = j{F(r)dr =0, (3.38)

mivel skaldr fiigguény korintegralja mindig nulla. A levezetés sordn a zdrt gorbe men-
ti infinitezimdlis elmozdulds-vektorokat most ds-el jeloltik. Kihaszndltuk azt, hogy e, a
sugdriranyu eqyséquektor, ezért az e,ds skaldrszorzat dr-t, azaz a centrumtol valo infi-
nitezimalis tdvolodds mértékét adja. Az erdtér tehdt konzervativ, azaz létezik egy Ve(r)
potencidlis energia, ami a (3.15) egyenlethez hasonléan a kévetkezd formdba irhato:

V() = Vo — / " F(r)dr (3.39)

ro

A V.(r) ekvipotencidlis feliiletei gombok.
3.2. Kovetkezmény A forgato nyomaték mindig nulla:

N=rxF.=F.(r)rxe.=0 (3.40)
——

r|le,
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3.3. Kovetkezmény Centrdlis erétérben mozgo tomegpont sikmozgdst végez. Mivel a for-
gatonyomaték mindig zérus, ezért a perdiilet dllando: L = mr X v = mur X e, = dllando
ezért a palydra merdleges eqység vektor is dllando. Azaz a pdlya sikja dllando, tehdt a
tomegpont sikmozgdst végez.

3.4. abra. Az impulzus felbontédsa polar koordindta-rendszerben

Mivel sikmozgésrol van szo, célszeri sikbeli polar koordinata-rendszerben dolgoznunk.

A témegpont mechanikai energidja kihasznélva, hogy p? = p? + pi a kovetkezoképpen
alakul:

noLP Ly

—— 4+ = i 3.42
o T g T Velr) (3.42)

Az alland6 nagysdgu L perdiiletbdl p,, kifejezhet6

E =

L=rxp=rx(p, +Ps) =T X P, (3.43)
~—
Pl
mivel r | p,, ezért L = rpg. Ezt beirva az energia kifejezésébe, azt kapjuk, hogy
2 L2

b
E =" - 44
2m + 2mr? +Velr), (3-44)

Vst (1)

ahol az utolsé két tag csak az origdtol vett tavolsagtol fiige és egyesitheto egy effektiv
potencialis energiaban:

2

2mr?

Ver(r) = + Ve(r) = Veelr) + Ve(r) (3.45)
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Az tjonnan bevezetett, elsé tag neve centrifugdlis potencidlis energia. A centrifugélis
potencidlis energia ~ 1/r? alaki taszité potencidl, az ehhez tartozé er6 nagysdga:

_a‘/cf . 2

Fy= B = W (3.46)

Fontos, hogy most egy 11j koordinata-rendszerre tértiink at, amelyben a tomegpont hely-
zetét egyetlen koordinataval a centrumbol mért tavolsaggal jellemezziik, mikozben a
koordinata-rendszer mindig a test felé fordul.

Veff Veff Veff

(a) (b) (©
Veff

N

(e)

Veff

3.5. 4bra.
ban.

Az effektiv potencial lehetséges alakjai hatvanyfiiggvény centrélis potencidl-

A Vi (r) potencialtdl fiiggden az effektiv potencidl sokféle alakot vehet fel. Mivel a
természetben altalaban ilyenek fordulnak eld, tegyiik fel hogy a potencidl a sugarnak
hatvanyfiiggvénye V.(r) = ar®. Ekkor az 3.5. &bran lathaté alakokat veheti fel az
effektiv potencidl. g értékei a kovetkezok lehetnek:

o) o Effektiv potencial 3.5. abra
£>0 a>0 (a)
B <=0 a>0 (b)
0>06>-2|a<0 (c)
f=-2 a< —L*/2m (d)
g < —2 a<0 (e)
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A kiilonb6z6 potencidlok hatasa leginkabb a szoraselméletben kap nagy jelentéséget.
Erdemes megfigyelni, hogy két esetben (a) és (c) létrejohet kotott dllapot. Ez kiilonleges
jelentéséggel bir, mivel ez esetben zart palyakat figyelhetiink meg.

Az (a) esetre, legegyszer(ibb példa a harmonikus oszcillator potencidl fiiggvénye V. (r) =
ar?. Ezt a potencidlt érzi egy rugd végére erdsitett test. Itt csak kotott palydk figyel-
hetok meg, s6t visszatérve Descartes koordinata-rendszerre konnyen beldthatd, hogy a
palyak altalaban ellipszis alakiak, de ha a mechanikai energia pont az effektiv poten-
cial minimumaval egyenlo, akkor a palya kor alakd lesz, hiszen ekkor csak egy sugar

megengedett a tomegpont szamara.

Veff y

3.6. abra. Az effektiv potencial gravitdacids kolcsonhatds esetén kiilonboz6 perdiiletii
tomegpontra.

A (c) esetre a legtipikusabb példa a gravitaciés potencidl V.(r) = —|a|/r. Kotott
allapot csak E < 0 esetén johet létre. Mint az a 3.6 abran lathato kotott allapotok
esetén azonos energian mindig a korpalya perdiilete a legnagyobb. Hasonléan adott
perdiilet esetén a korpalya energidja a legalacsonyabb.

Hatarozzuk meg a centralis er6térben mozgd tomegpont palyajanak alakjat! Indul-
junk ki a mechanikai energiabdl:

1
E = —mi* + Vg(r)

2
dr 2
— =4t =44/ —[E -V, 3.47
i = ) 2 (B~ V) (3.47
A szogsebességet a perdiiletbol tudjuk meghatarozni:
L =mr’w= mr%z%
do L
— =— 3.48
dt  mr? (348)
Osszuk el egymadssal a (3.47) és (3.48) egyenleteket:
d L
% _ (3.49)

dr £r2\/2m(E — Vig)
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Ezek utdn Vg ismeretében a ¢(r), majd ebbdl az r(¢) meghatarozhaté. Rénézve
az egyenletekre konnyen beldthatd, hogy analitikus megoldasok csak specidlis V. (r)-nél
adodnak. Erre nézziink két példat!

3.1. Feladat Ha nincs semmilyen kélcsonhatds, azaz Ve(r) =0, akkor a pdlya Newton I
értelmében a pdlya egyenesvonali eqgyenletes mozgds. Ext szeretnénk visszakapni a (3.49)
egqyenlet segitségével.

Legyen az m témegii test sebessége v, ekkor E = muv?/2. A sebesség dltal meghatdro-
zott egyenes és az origd tdvolsdiga d, ekkor L = mdv. A (5.49) egyenlet a kivetkezbképpen

alakul:
do _ L d _ darccos(d/r)
dr 4,2 \/Qm (E L2 ) Er?y/1-— & dr

(3.50)

2mr?

Tehat azt kaptuk, hogy d = r cos ¢, ez pedig tényleg az origotol d tdvolsdagra lévéd egyenes
egyenlete.

3.2. Feladat Gravitdcio esetén V.(r) = —a/r a pdlydk kipszeletek. Csindljuk forditva a
bizonyitdst. Tudjuk, hogy a kipszelet egyenlete a kovetkezd [1]

k

= 3.501
" 1+ecoso¢ ( )
Ebbol szamolhato a ¢ tavolsag szerinti derivdltja:
d k
@ _ (3.52)
dr rz\/e2—1—k2/r2+2k/7’
Amibél (3.49) egyenletet kihaszndlva azt kapjuk, hogy
|4 2L (3.53)
€= .
a’m

ami e > 0 esetén hiperboldt, E = 0 esetén paraboldt, E < 0 esetén ellipszist ad és jol
ldathato, hogy van egy minimdlis energia, amikor a pdlya kor alakiu. Adott L perdiilet
esetén ennél kisebb energidval nem létezik pdlya, azaz E > —a’m/2L2.
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4. fejezet

Tomegpont-rendszerek

4.1. dbra. Pontrendeszer szemléltetése. A tomegpontok helyvektora az origébdl a r;, az
R tomegkozéppontbdl a r) helyvektor. Az i tomegpontbdl a j témegpontra haté erét a
F];Z- vektor jeldli.

Egy N tomegpontbdl allé rendszert tomegpont-rendszernek neveziink (lasd 4.1 ab-
ra). Jelolje az i-edik tomegpont tomegét m;, helyvektorat r;. Vezessiik be tovdbba a
pontrendszer

M=) "m (4.1)

Ossztomegét, valamint a tomegkozéppont

1 N

helyvektorat. Ha a tomegpontok tomege dllando, akkor (4.2) derivaldsa utdn a tomeg-
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kozéppont sebessége és gyorsulasa:

. 1 X
R = M;miri,
.1 X

Azt a kiilsé vonatkoztatéasi rendszert, amelyben a pontrendszer megfigyelését végez-
ziik, laboratériumi rendszernek (L) nevezziik. Emellett szokéds bevezetni a tomegkozép-
ponti-rendszert (TK), ami olyan vonatkoztatasi rendszer, amelynek origdja a tomegko-
zéppont. A két rendszerben a tomegpont helyvektorai kozott fenn all az

r,=R+r] (4.4)

osszefiiggés, ahol r; a laboratériumi-rendszerbeli, r; pedig a tomegkozépponti-rendszer-
beli helyvektorok. Nyilvanvaléan tomegkdzépponti rendszerben a tomegkozéppont hely-
vektora a nullvektor, azaz R = R = R = 0. Ezt (4.2) és (4.3) egyenletekbe helyettesitve

kapjuk, hogy: . . .
Z m;r; = Zmii"i = Z m;¥; = 0. (4.5)
i=1 i=1 i=1

Egy tomegpontra hatd erd két osszetevobdl all: a rendszeren kiviilrél hatéd kiilso
er6kbol és a rendszer tagjai altal kifejtett belso erokbol. Ez alapjan az i-edik tomegpontra
haté eredo erd:

N
k b k b
F,=F;+F) =Ff+> F), (4.6)
j=1
J#i
ahol Ff a tomegpontra haté kiilso erck eredéje, F? a tomegpontra hatd bels6 erdk eredoje,
F?j pedig a j-edik tomegpont dltal az i-edik tomegpontra kifejtett belsé er6. Igy az i-edik
tomegpontra vonatkozé Newton-féle mozgasegyenlet:

N
mi; = Fy + Z F%, (4.7)
j=1
J#i
ahol i = 1,...,N. (4.7) egy 3N egyenletbél all6 méasodrendii differencidlegyenlet-
rendszer, amely az r;(0) = rg; és 1;(0) = vq; (i = 1,..., N) kezdeti feltételek ismeretében
elméletileg megoldhaté. Mivel azonban a fenti egyenletben a belso erék sokszor nem line-
arisan fliggenek a tomegpontok tavolsagatol, ezért altalanos esetben az egyenletrendszer
megoldasa mar N = 3 esetén sem lehetséges zart alakban. Azonban léteznek a pont-

rendszernek olyan altalanos dinamikai sajatossagai, amelyek nem fiiggnek a tomegpontok
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kozotti kolesonhatdsoktdl. Ezek (éppen az altalanossdguk miatt) a részletes dinamikat
nem tartalmazzak, de makroszkopikus skalan fontos ismereteket nytjtanak szamunkra a
rendszer f6 dinamikai sajatossagairol.

4.1. Tomegkozéppont-tétel

Induljunk ki a rendszer (4.7) mozgésegyenletébdl és Osszegezziik azt valamennyi tomeg-

pontra:
N N N N
i=1 i=1

i=1 j=1
J#

A bal oldal (4.3) alapjan M R-ként frhaté fel. A jobb oldal elsé tagja a rendszerre haté
kills erék FX eredéje. A mésodik tagban az Gsszes belsS eré szerepel, vagyis szerepel

benne minden F;; erének az F;; ellenerdje, melyek Newton III. térvénye szerint kiejtik
egymast, igy ez az Osszeg zérus. Ezzel az (4.8) mozgédsegyenlet a kovetkezd alakot olti:

MR = F*. (4.9)

Ez a tomegkozéppont-tétel, amely azt fejezi ki, hogy egy pontrendszer tomegkozép-
pontja igy mozog, mintha a rendszer teljes tomege ebbe a pontba lenne stiritve és a kiilsé
erok ereddje a tomegkozéppontra hatna. A tomegkozéppont-tétel miatt haszndlhato jol
a tomegpont fogalma.

4.2. Pontrendszer impulzustétele

Az (4.7) egyenletben felhasznalva, hogy m;i; = p, és ismét Osszegezve a tomegpontokra:

N N N N
dopi=) Fr+) > F, (4.10)
i=1 i=1 i=1 j=1

J#i
ahol a bal oldal ezuttal a pontrendszer P ¢sszimpulzusanak idébeli valtozasa, mellyel a
fenti egyenlet a ‘
P =F* (4.11)
alakba irhato.
Ez a pontrendszer impulzustétele, mely azt fejezi ki, hogy egy pontrendszer 0sszim-

pulzusat csak a kiils6 erck valtoztathatjak meg. Ha a kiilso erok ereddje zérus, a rendszer
Osszimpulzusa idobeli alland6é marad.
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4.3. Pontrendszer munkatétele

A tomegpont munkatételének levezetése soran alkalmazott médszer mintajara szorozzuk
be az i-edik tomegpontra vonatkozé (4.7) mozgasegyenletet r;-tal:

N

d (1 -
1
i

ahol K; az i-edik tomegpont kinetikus energidja. Ezt Osszegezve az Osszes tomegpontra
és a derivalt linearitasat kihasznalva:

N d N N N N
i=1 i=1 i=1

i=1 j=1
J#1
ahol K a tomegpont-rendszer teljes kinetikus energidja.
Vizsgaljuk meg az (4.13) egyenlet tagjait kiilon-kiilon: ¥; helyébe helyettesitsiik (4.4)-
t, majd a zdrdjelek felbontdsa utan hasznéljuk fel a (4.5) osszefiggéseket. A rendszer
kinetikus energidja:

N1 . 2 1.o N N N
) P .
K = Z§mi (R+r2> L Zmﬁ—zémir; +2R> myi. (4.14)
i=1 i1 — —

Tomegkozépponti rendszerben a tomegpont helyvektora, és annak id6 szerinti derivéltja
is zérus, ezért nulla az utolsé tag. Tovabb irva a kifejezést:

N
1. 1
K= §MR2 + 0 gmit? = Kre + K. (4.15)
=1

Itt Ktgr a transzlacios kinetikus energia, amely a tomegkozéppont kinetikus energidja-
nak felel meg, K a belsé kinetikus energia, amely a tomegpontok témegkdzépponthoz
viszonyitott sebességébdl szarmazik. Ez utébbi adédhat rendezetlen mozgasbdl (példaul
hémozgasbdl), vagy rendezett mozgdsbol (példaul forgémozgdshol).

A (4.13) egyenlet jobb oldaldnak els6 tagja:

N N N N
SR (R4i) = RYFS D OFN = RF“+ Y P = Pl + P5, (416)
i=1 =1 =1 i=1

ahol Pfp a kiilsé er6knek a tomegkozéppontra vonatkozo latszélagos teljesitménye, Pk
a kiils6 erdk osszteljesitménye a tomegkozépponti rendszerben.
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: , L : . b b.
A (4.13) egyenlet jobb oldaldnak mdsodik tagja felhaszndlva, hogy F;; = —F;:

ZZF?ji‘izi ZZFZE_’_ZZF?#J' =
=1 =1 i=1 j=1 i=1 j=1
el J#i i
1 XN 1NN
9 ZFZ (7 — 1) :§ZZF%I"¢]':P]D, (4.17)
=1 j=1 i=1 j=1
JFi J#i

ahol PP a bels6 erdk osszteljesitménye tomegkozépponti rendszerben, r;; pedig az i-edik
tomegponthdl a j-edik tomegpontba mutatd vektor idoderivaltja.
Az utébbi eredmények felhasznaldsaval a (4.13) egyenlet egyszeriibb alakra hozhato:

Krg + Ky = PXyp + P<+ P°. (4.18)
A tovébbi egyszeriisités érdekében a (4.9) tomegkdzéppont-tétel esetében is kovessiik
a tomegpont munkatételének levezetése soran alkalmazott modszert és szorozzunk be

R-tal:

. .. d /1 . .
Pigp = F'R= MRR = — (§MR2) = Krn (4.19)

(4.18)—(4.19) felhasznélasaval:
Krg = P %KP
Kb = P4 pb (4.20)
Vagyis a pontrendszerre vonatkozo differencidlis munkatétel két allitast tesz:

1. A pontrendszer transzlacios kinetikus energidajanak idébeli valtozasa a kiilsé erck
tomegkozéppontra vonatkozo latszolagos teljesitményével egyenld. Ha ez utébbi
zérus, akkor a rendszer transzlacios kinetikus energidja idoben allandé marad.

2. A pontrendszer bels6 kinetikus energidjanak idobeli valtozasa a bels6- és kiilso
erOk tomegkozépponti-rendszerbeli 6sszteljesitményének osszegével egyenld. Ha ez
utobbiak nullak, akkor a rendszer belsé kinetikus energidja idében allandé marad.

Ha a bels6 erék konzervativak, azaz létezik potencialis energia:
PP =Wb=_V" (4.21)
amit (4.20)-be helyettesitve:
d d

KP = pk_yb Pr= — (KP+ V") = —U 4.92
— dt( +V7) at (4.22)

ahol U a rendszer teljes bels6 energidja. Az utobbi eredmény szerint a rendszer teljes
bels6 energidjanak idébeli valtozasa a kiilso erck tomegkozépponti-rendszerbeli 6ssztel-
jesitményével egyenld.
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4.4. Pontrendszer perdiilettétele

frjuk fel az i-edik tomegpont origéra vett perdiiletét, majd a tomegpontokra val6 Osszeg-
zést kovetéen r; helyébe helyettesitsiik (4.4)-t és hasznaljuk fel a (4.5) Gsszefiggéseket:

=R x m;R + R x m;t’ + 1, x m;R + 1} x m,¥, (4.24)

amit Osszegezve valamennyi tomegpontra és felhasznélva a (4.5) Osszefiiggéseket:

N N

N
i=1

i=1 i=1

N N N N
:RXRZmﬁrRxZmif;—RmeirHZr;xmif;: (4.26)
=1 =1 : i:l_o =1
N
=R x MR+ ) 1} x mi¥| = Lygp + S, (4.27)
=1

ahol Lrkp a tomegkozéppont origéra vett perdiilete, S a belsé perdiilet (spin), amely a
tomegpontoknak tomegkozépponti-rendszerben a tomegkozéppontra vett dsszperdiilete.
A rendszer perdiiletvaltozasa:

LTKP"—S =L= ZLz = Za(rz X pz) = Zri X pz = Zri X Fia (428)
=1 =1 =1 =1

ahol kihasznaltuk, hogy r; || p;, igy keresztszorzatuk zérus. (4.28) jobb oldalan r; helyébe
(4.4)-t helyettesitve, a tomegpontra haté erét pedig kiilsé- és belsé er6k osszegeként
felirva, majd felhasznalva az (4.5) Osszefiiggéseket:

N
> (Rotx) x (FE4FY) = (4:29)
=1
N N N N
=RxY FI+RxY FP+> rixFf+) rjxF}= (4.30)
=1 =1 =1 =1
=0
N 1 N N
:Rka—i—Zr;xFﬁ-‘—i—gZZarF?j: (4.31)
=1 =1 j5=1
=
= Mfyp + M + MP, (4.32)
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ahol Mkyp a kiilsé er6k origéra vonatkozé, tomegkézéppontra haté forgatényomaté-

ka, M a kiilsé er6k forgatényomatéka témegkozépponti-rendszerben, M pedig a belsé

erok forgatényomatéka tomegkozépponti-rendszerben. Ha a tomegpontok kozott hatd

erék centralisak, azaz r;; || F?j, az utolsé tag eltiinik. Ekkor a (4.28) egyenlet a kovetke-
zOképpen irhaté:

Lokp + S = M¥,p + MX. (4.33)

A tovabbi egyszertsités érdekében derivéaljuk id6 szerint az Lrgp-t definidld Gssze-

fiiggést:

. d . . . .
LTKPZ£<R><MR>:RxMR+R><MR=R><Fk:Ml;KP, (4.34)

amit (4.33)-ben felhasznalva:

Lokp = M gp (4.35a)
S =M~ (4.35b)

Tehat centralis erék esetében a pontrendszerre vonatkozo perdiilettétel a kovetkezo
két allitast teszi:

1. Pontrendszer tomegkdzéppontjanak origéra vett perdiiletének idébeli valtozasa a
kiilso erck tomegkozéppontra vonatkozo forgatényomatékaval egyenlo. Ha ez utob-
bi zérus, akkor a tomegkozéppont origéra vett perdiilete idoben allandé marad.

2. Pontrendszer belsé perdiiletének idobeli valtozésa a kiilsé erck tomegkozépponti-
rendszerbeli forgatényomatékaval egyenlé. Ha ez utobbi zérus, akkor a rendszer
belso perdiilete id6ben allandé marad.
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5. fejezet

A mechanika elvei

Mint azt lattuk a klasszikus mechanika egy ,axiomatikus” modell a makroszkopikus tes-
tek (dinamikai) viselkedésének a megértéséhez. Természetesen itt az axidma nem a ma-
tematikai szigorusaggal értend6. Pusztan annyit jelent, hogy kisérleti megfigyeléseken
alapul6 tények sokasagabdl kivalasztjuk azt a lehetd legkisebb szamut, amelyek segitsé-
gével a tobbi (lehetbleg Osszes) mechanikai jelenség logikusan levezethetd. A logikusség
itt matematikai formalizmusban mutatkozik meg.

A Newton-torvények (vagy Newton axiémék) adjak a klasszikus mechanika alaptor-
vényeit. A Newtont kovetd fizikusok (D’Alambert, Euler, Lagrange, Hamilton,. .. ) meg-
prébaltak a mozgastorvényt mas forméaban is megfogalmazni. Ezeket ma a ,,mechanika
elvei”-ként tartjuk szamon.

Ezek az elvek nem lépnek til a newtoni mechanika hatarain, igy ha van potencial
ekvivalens megfogalmazésai a klasszikus mechanikai modelljeinknek. Mégis van egy fon-
tos sajatossaguk, amely a Newton-féle mozgastorvényekkel szemben nagy elvi elonynek
bizonyult. Ez pedig az, hogy olyan forméban fogalmazzak meg a dinamika alaptorvé-
nyét, amely kozvetleniil altalanosithaté a mikrofizika iranyaba. Mindez természetesen
csak utdlag deriilt ki. A kisérleti tapasztalatok hatasara, a XX. szazad elso évtizedeiben,
ezen elméleti alapok tették lehetévé a kvantummechanika megsziiletését.

5.1. Altalanos koordinatik

Egy N tomegpontbdl 4ll6, d dimenziés rendszer allapotat dN darab Descartes-koordinatéval
jellemezhetjiik. Ha a rendszerben valamilyen kényszser feltétel, azaz koordinatak kozti
kapcsolat van jelen, akkor a koordinatak nem lesznek egymastél fiiggetlenek, igy s darab
kényszer esetén a koordinatak kozti osszefiiggéseket s darab egyenlet fogja leirni. fgy

a jellemzéshez sziikséges szabad paraméterek szamat, vagyis a rendszer szabadsdgi fokdt
az

f=dN —s (5.1)
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Osszefiiggés adja meg.

A Descartes-koordinatak helyett azonban hasznalhatjuk a rendszer tetszoleges f da-
rab, fiiggetlen paraméterét, amelyek a rendszer allapotat egyértelmiien leirjak. Ezek az
ugynevezett dltaldnos koordindtdk.

5.2. A legkisebb hatas elve — Variacidoszamitas

A kovetkez6kben egy axiémat fogunk kimondani, el0szor azonban definialjuk a sziikséges
alapfogalmakat.

5.1. Definicié (Hatasintegral) Azt az S[.| funkciondlt, amit az

Sla] = / ) L(q,q,t)dt (5.2)

t1

osszefiiggés definidl hatdsintegrdlnak nevezzik, ahol az

q(t) =q (5.3a)
Q(tQ) =(qy (53b)

osszefiiggések a peremfeltételek.

A fenti definiciéban szereplé L fiiggvény az tgynevezett Lagrange fiiggvény, mely
egyértelmiien jellemzi a rendszer mozgasat. A lehetséges q(t) trajektoridk koziil a vald-
sagban az fog megvalésulni, amelyik esetén a hatasintegral minimalis. Ez az axiéma a
legkisebb hatds elve.

A fent megfogalmazott feladat a varidcioszamitds alapfeladata, megoldasanak egyik
lehetséges modjat az Euler-Lagrange formula adja meg.

5.2. Tétel (Euler-Lagrange formula) A fenti mddon definidlt hatdsfiigguény minimdlis,
ha barmely i = 1,...,k teljesiil a

oL daL
dq;  dtdg

0 (5.4)

0sszefliggés.

Bizonyitds. A bizonyitashoz a szélséérték szamitasbol hasznélt analogiat fogjuk hasznal-
ni. Egy f fiiggvénynek szélséértéke van azon a helyen, ahol a fliggvény értékét infinitezi-
malisan megvaltoztatva a fliggvény értéke nem valtozik, tehat df = 0. Hasonlbéan egy S
funkciondl minimélis (v. maximalis), ha az argumentuméaban szerepl$ q(t) fiiggvényhez
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egy ,kicsi” dq(t) fiiggvénnyel megvéltoztatjuk, akkor az S ily médon definidlt megvalto-
zasa, ugynevezett varidcidja, nullaval egyenld, tehat S = 0. Felhasznalva S definicigjat,
a variacio atirhaté a
to
55=5h+dd—5hki/[£m+6%Q+&lﬂ—EMAJWﬁ=O (5.5)
t1

alakba. Ezt dq és dq szerint sorba fejtjiik els6 rendig:

t /
2 oL oL
f —~ \90qi 9qi

to [
2 Z oL oL

L =1

A maésodik tagot parcidlisan integralhatjuk:

t2 a£ t2 aﬁ d aﬁ to to d a£
A 8(;,-5% /t 20 dt(éqz) {aqidqz} /t1 (dt 8qi) 5q; (5.7)

1 t1

Mivel a peremfeltételeknek q + dqg-ra is teljesiilniiik kell, ezért dq(t12) = 0. Ez alapjin
a fenti képlet elso tagja nullaval egyenld. Az igy kapott eredményt visszahelyettesitve a

oot
2 (0L doL
e ; /tl (8%‘ B %8_%) 0gidt =0 (5.8)

osszefliggést kapjuk, ami akkor és csak akkor teljesiil, ha barmely dg;-re, ahol (i =
I,...,f) haa

oL docL
———=—=0 (5.9)
3qi dt 8qi
Euler-Lagrange differencidlegyenlet teljesiil. O]

Megmutathaté, hogy konzervativ rendszerben a Lagrange fiiggvény nem tartalmaz
explicit idofiiggést és a rendszer kinetikus és potencidlis energidajanak kiilonbségével
egyezik meg:

£L(q,q) = K(q,q) — V(a). (5.10)

5.1. Feladat (Matematikai inga)
frjuk fel a matematikai inga mozgasi energiajat a Lagrange-formalizmus felhasznala-
saval (5.1 dbra)! A rendszer két dimenzids, egy tomegpontbdl &ll és egy kényszer van

jelen (¢ = éllandd), igy a szabadsagi fokok széma: f =2-1—1 =1, igy egy altaldnos
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5.1. dbra. A matematikai inga.

koordinatat valaszthatunk szabadon. A geometriai elrendezés miatt ebben az esetben
legcélszertibb a ¢ szogelfordulast valasztani. Irjuk fel az inga mozgasegyenletét el0szor
Descartes-koordinatakkal:

1 1
K(z,y) = §mv2 = §m(x'2 + 72). (5.11)
Majd kihasznalva a kényszerfeltételt attérhetiink ¢ altalanos koordinatara:

x =/{siny
y =Llcosy, (5.12)

ezt felhasznalva a kinetikus energia a
. 1 . . 1 .
K($,0) = 5m [(lpsing)® + ((pcos )] = om(lp)” (5.13)
alakban frhato fel. A potencialis energia hasonléan hatarozhaté meg:
V(z,y) = —mgy = —mgl cos ¢, (5.14)

ahol a potencialis energia nullszintjének a felfiiggesztési ponton dtmend vizszintes sikot
valasztottuk. Tehat a matematikai inga Lagrange-fiiggvénye:

1
L(p,p) = Em(ﬁgb)Q + mgl cos p. (5.15)

Ezt behelyettesitve (5.9) egyenletbe megkapjuk az inga jol ismert mozgasegyenletét:

—aﬁ—iaﬁ——m {sin —imﬁ'
—mglsin g = ml*p (5.16)
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5.3. Hamilton-formalizmus

A Hamilton-formalizmus jelent6s tjrafogalmazésa a klasszikus mechanikanak, amelynek
igazi fontossaga a kvantum mechanika leirasanal keriil el6térbe.
El6szor vezessiik az dltalanos impulzust az alabbi modon:

5.3. Definicio (Altalénos impulzus) A ¢; dltaldnos koordindtdhoz tartozo p; dltaldnos im-
pulzus a

oc
ey,

7

pi = (5.17)

dsszefiiggéssel leirt mennyiség.

A fenti definiciét behelyettesitve az Euler-Lagrange egyenletbe a kovetkez6hoz jutunk:

oL
0g; '

pi = (5.18)

Ezutén irjuk fel a Lagrange-fiiggvény teljes differencidljat, felhasznalva az altalanos im-
pulzus definicidjat:

/ /
L = Z dqz+z dqz > pidai + Y pidis. (5.19)
i=1 i=1

Felhasznalva a szorzat fiiggvény differencidlasi szabalyat a fenti egyenletet az alabbi
modon alakithatjuk at:

f f !
dL = Zpid%' +d <Z pz’di) - Z ¢idp;. (5.20)
i=1 i=1 i=1

Definialjuk egy rendszer Hamilton-fligguényét a rendszer teljes energidjaval, de igy hogy
az q és p valtozokkal fejezziik ki:

5.4. Definicié (Hamilton-fiiggvény) Egy mechanikai rendszer H Hamilton-fiigguénye te-
hat
H(q,p,t) = E(q,4q,1) (5.21)

Az 5.10 egyenlet alapjan, konzervativ rendszer esetében a Hamilton-fiiggvény az alabbiak
szerint irhato:

A Hamilton-fiiggvény segitségével az aldbbi alakhoz jutunk:

! f f
d (Z Didi — E) = Zﬁz’d% - Z ¢idp; = dH. (5-23)
i=1 j



Ezek alapjan megkaphatjuk az ugynevezett Hamilton-féle kanonikus egyenleteket:

. OH

OH
= ——— 24

ezek 2f szamu elsorendii differencialegyenletet jelentenek.
Tekintsiik ismét a matematikai ingat, irjuk fel a ¢-hez tartozé altalanos impulzust:

Po = = = mlP¢. (5.25)

Ez alapjan felirhatjuk a matematikai inga Hamilton-fliggvényét:

2

p
27562 —mglcosp =H(p,py).  (5.26)

) . 1 .
E(p, ) = m(lp)? — 5771(5@0)2 — mgl cos p =

A Hamilton-fiiggvény szintvonalai (illetve magasabb dimenziéban szintfeliiletei) az
azonos energiaju allapotokat jelolik. Ez a mechanikai rendszer energiatérképe.

Felrajzolva a matematikai inga energiatérképét (5.2 dbra) a tapasztalatnak megfelels
eredményeket kapunk.

10 80
Py 70
60
50
40
30
-5 20
10
-10 0
L R PR

5.2. abra. A matematikai inga energiatérképe.

V)]

=]
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6. fejezet

Linearis rendszerek analizise - linearis
mechanikai oszcillator

6.1. Linearis rendszer definicidja

be linearis ki be; A
rendszer :
ehdsze abe, —= ki,

6.1. 4bra. Linearis rendszer.

Mielott elkezdenénk a csillapitott harmonikus oszcillator vizsgalatat, ismételjiik at
még egyszer mit is értiink linedris rendszeren! A linearis fiiggvény definicidja a kovetkezo:

flx+y) = f(z)+ f(y)
flax) = af(x) (6.1)

A linedris rendszer definicidja ezzel teljesen analég, a bemenet és a kimenet kozott
van linearis kapcsolat, barmi legyen is a bemenet, vagy a kimenet. Amint majd latni
fogjuk a harmonikus csillapitott oszcillator esetében ezek fiiggvények lesznek.

6.2. Harmonikus oszcillator

Felmeriilhet a kérdés, hogy miképpen keriil egy egyszerti, specialis mechanikai rendszer
az altalanos érdeklodésiink kozéppontjaba (és a fizikus induléba). A véalasz egyszerii. A
linearis mechanikai oszcillatornak olyan tulajdonsagai vannak, amelyek alkalmassa teszik
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Ot arra, hogy a példajan keresztiil betekintést nyerjiink a linearis rendszerek jellegzetes
viselkedésébe. Mivel a feladat szemléletes, hétkéznapi, makroszkopikus tapasztalatokon
alapul, ezért konnyen megérthetd. Ennek kapcsan pedig altalanos torvényeket ismerhe-
tiink fel. Ezek aztan a fizika mas teriiletein is sikerrel alkalmazhatok.

D m k
- |
m i | P

6.2. abra. Csillapitott harmonikus oszcillator

Tekintsiik az 6.2 abran lathaté csillapitott harmonikus mechanikai oszcillatort. Ennek
egy konkrét megvaldsitasa a kovetkezd. Legyen egy m tomegli pont, amelyet egy rugoval
az x tengely origdjahoz erOsitettiink. A rugd nyugalmi hossza zérus és erdsségét a D
rugbdallandéval jellemezziik. Hasson a tomegpontra egy sebességgel aranyos csillapité ero
is a csillapitas erdssége legyen k. A mozgasegyenlet egy dimenziéban a kovetkezd:

mi = —Dx — kx (6.2)
Erdemes 4trendezni az egyenletet:
k D
i+ —2+—x=0 (6.3)
m m
&+ 2ad + wir = 0, (6.4)

ahol bevezettiik a

k | D
o = %, Wo = E (65)

A (6.4) egyenlet alakjat tekintve egy dllando egyiitthatdji, mdsodrendd, kozénséges, li-
nedris, homogén differencidlegyenlet. Allands egyiitthatdgi, mert {o, wy} 1d6t6l fiiggetlen
allanddk. kozonséges, mert csak egy valtozos fiiggvény x(t) szerepel benne mdsodrendi
mert x masodik derivaltjat tartalmazza, linedris, mert a keresett x(t) fiiggvényen csak
linedris matematikai miiveleteket hajtunk végre (nincsen benne pl. x?, sin(z) kifejezés).
Végiil azért homogén, mert az egyenlet jobb oldalan 0 szerepel, azaz nincs z-ben kons-
tans tag. Ha ott egy tetszoleges elére megadott f(t) fliggvény volna, akkor az egyenlet
imhomogén lenne. Ilyenekkel kés6bb még foglalkozunk. Mint majd latni fogjuk a fenti el-
nevezések onmagukon tilmutato jelentoséggel birnak és tobbségiiket ki fogjuk hasznalni.

Mivel az egyenlet masodrendii differencidlegyenlet ezért két kezdeti feltételre van
szitkségiink z(t) meghatarozasihoz:

z(0) = x9, (0) =1y (6.6)
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A (6.4) egyenlet megoldését a kovetkezd alakban keressiik:
x(t) = eM (6.7)
ekkor ugyanis # = Aexp(\t), illetve & = A2 exp(\t), és igy

i+ 2ai + wir = (A + 20\ + wi) eM = 0. (6.8)

=0

Mivel a fenti egyenletnek tetszoleges idopontban igaznak kell lennie, ezért a zardjelben
szereplo kifejezésnek nullanak kell lennie:

AN+ 20\ + wj = 0. (6.9)

Amint lathaté ez egy A-ban masodfoku egyenletre vezetett. Megoldasa:

Ao =—at4/a? — Wi (6.10)

Az egyenletnek mindkét A megoldédsa, mivel (6.4) egyenlet linedris ezért az egyenlet
megoldéasa a két lambdéhoz tartozé megoldés linearis kombinacidja lesz:

z(t) = are™’ + aze™t, (6.11)

ahol {ay, as} egyiitthaték a kezdeti feltételbdl hatarozhaték meg.

Jol lathato, hogy a fenti altaldnos megoldassal vannak problémék, mivel bizonyos
esetben \; = )\, illetve az z(t) helyfiiggvény akdr komplexnek is adédhat. Ezeket az
eseteket kiillon megvizsgaljuk.

6.2.1. Tulcsillapitas

Tegyiik fel, hogy a > wy, azaz k > v/4mD. Ebben az esetben a (6.10) egyenlet megol-
dasai kiilonbozéek és valosak és raadasul negativak:

A= —|A1], A= —|Ag] (6.12)
Az {ay,as} egyiitthatékat az alabbi linearis egyenletrendszerbél tudjuk meghatarozni:

a] + as = xg
)\1(11 —+ )\QCLQ = Vo (613)

A mozgéast pedig a (6.11) altaldnos megoldas adja meg.
A tulcsillapitott eset jellegzetes mozgasaira a 6.3 dbra mutat példakat.
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6.3. dbra. (a) A két exponencidlis részmegoldés, (b) egy-egy példa az x(t) fiiggvényre
kiilonb6z6 kezddsebesség esetén.

6.2.2. Hatarcsillapitas

Ebben az esetben a = wy, azaz k = vV4mD. Ekkor, mivel A\ = Ay = —« ezért latszolag
csak egy megolddsa van a (6.4) egyenletnek. Ez azonban nem elegendd, hiszen két kezdeti
feltételiink {xg, ap} van. Azonban a ov = wy, esetén az egyenletnek van egy masik specialis
megoldéasa. Ezt keressiik a

z(t) = te”* (6.14)
alakban. Ekkor ugyanis:
0 =i+ 20 + wix
0= —2ae ™ +a’te ™ +2a (e —ate™™) + a’te . (6.15)

Tehat az altalanos megoldas hatarcsillapitott esetben a kovetkezo:
z(t) = (a1 + ast) e™ (6.16)
Az {ay,as} egyiitthatékat az alabbi linedris egyenletrendszerbél tudjuk meghatarozni:

a1 = Ty
a1+ as = vy (617)

6.2.3. Alulcsillapitas
Legyen most o < wy azaz k < v4mD. Ebben az esetben a (6.10) egyenlet megoldasai

komplexek:
Mo =—at/a?—wi=—atiy/wi—a?=—atiw,, (6.18)
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ahol w, = /w3 — a?. Az éltaldnos megoldds (6.11) azonban komplex is lehet, mikézben
az x(t) elmozduldst a valés szdmok halmazan kell keresniink. Ehhez az kell, hogy az
{a1,as} egyiitthaték komplexek lesznek. Ha x(t) € R, akkor megegyezik a komplex
konjugaltjaval. Azaz

x(t) = 2"(¢)
e—at (aleiwat + a26—iwat) — e—at (a{e_iwat + ageiwat)
e“t(ay — a}) = e ™t (al — ay). (6.19)
=0 =0

Tehdat, ha aj = ay, akkor a megoldasok valosak. frjuk fel ay és ao egyiitthatokat a
kovetkezé modon:

a; = Ae'
ag = Ae™, (6.20)
ahol A és ¢ valésak. A valés altalanos megoldas tehat a kovetkezo:

ei(wo< t+¢) + efi(wa t+o)

x(t) = e ™ 24
=

2
cos(wat+9)

z(t) = ae=* cos(wat + @) (6.21)

1
x ~

\\\\ e ot

05 f e 1

0 e
0.5+ -

— e—(X[
-1 I I I I I
0 05 1 15 2 25 3

6.4. abra. Az alulcsillapitott rezgémozgas és a burkold exponencialis lecsengés.

A (6.21) altaldnos megoldast az aldbbi ekvivalens alakokba is lehet irni:

x(t) = ae”* sin(wut + )
z(t) = e~ [esin(wat) + d cos(wat)] (6.22)
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A legutobbi egyenlet illesztheté legkénnyebben a kezdeti feltételekkel: d = zg, illetve
¢ = vg. A kapott megoldasok valdjaban egy csillapodd rezgést adnak meg, amelynek
wq korfrekvencigja kisebb, mint a csillapitatlan oszcillator sajat korfrekvencidja wy. Egy
példa lathat6 a 6.4 abran.

6.2.4. Osszefoglalis

X 0.8 \\\\ hatar ——

0.6 \\ .
04+ \ 1
02F -

—0.4 I I I I

6.5. dbra. A tomegpont helye az id6 fiiggvényében adott rugdallandé és valtozd csilla-
pitas mellett all6 helyzetbol elengedve. A paraméterek értéke wy = 2%, a =3, 2, 0.8% a
tul- (z0ld), hatér- (kék), illetve alulesillapitott (lila) esetben.

Legfontosabb megjegyzés, hogy a témegpont helyzete minden esetben exponenciali-
san kozelit a nyugalmi helyzethez. Azaz kijelenthetjiik, hogy a csillapitott harmonikus
oszcillator mindig véges id6n beliil nyugalomba keriil. (Ezt gy kell érteni, hogy barmi-
lyen kis € tavolsagot vesziink az egyensulyi helyzet koriil, a tomegpont véges idén beliil
nem lép ki ebbdl a tartomanybdl és ez akkor is igy van, ha e-t valtoztatva az id6t is
hatvanyfiiggvény szerint atskalazzuk.)

Az el6bbi fejezetekben a csillapitast harom kiilonb6z6 részre bontottuk, mivel mate-
matikailag més-més iton jutottunk el a megoldashoz. Azonban ez a felbontas nem csak
a levezetés miatt lényeges, hanem gyakorlati szempontbdl is. Vessiink egy pillantést a
6.5 abrara! Itt 6sszehasonlitjuk kiilonb6zo csillapitas esetén egy adott m tomegii témeg-
pont helyének idéfejlodését, ha kezdetben &allé helyzetbdl véges kitérésbol elengedjiik. A
rugdallandéot mindharom kisérletben ugyanannak valasztjuk.

Jol lathaté, hogy a hatéarcsillapitas esetében éri el leggyorsabban a nyugalmi helyzetét
a test. A tulcsillapitds nem engedi a testet kellen felgyorsulni, ezért a lecsengés lassi
lesz. Alulcsillapitds esetén a test gyorsan athalad az egyensilyi helyzeten, de masik oldalt
is kilengve tovabb oszcilldl. A kett6 kozotti optimum a hatarcsillapitas. A (6.10), (6.16),
(6.21) egyenletekbdl jol latszik, hogy az exponencialis kitevije pont a hatércsillapités
esetén a legkisebb.
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Ennek fontos jelentGsége van, ugyanis sok olyan gyakorlati probléma van, ahol fontos
a rezgések miel6bbi csillapitasa. Elég csak pl. az autok kerekeire gondolni, ahol a stabi-
litds és az uttartas miatt fontos a rezgések miel6ébbi csillapitasa. A fizika maés teriiletén
is jol jon ez a tulajdonsag. Molekuldris dinamikdban [2], ahol ha szdmitégépen sok-
sok részecske statikus helyzetét vizsgdljuk, a hatéarcsillapitas segit az egyensilyi helyzet
miel6bbi elérésében.

6.2.5. Mechanikai energia

Nézziik meg a mechanikai energia megvaltozasat, a 3.3 fejezetben megismert modon!
Induljunk ki a csillapitott harmonikus oszcillator mozgésegyenletébdl (6.2):

mi=—Dx —ki | -&
mit = —Dxi — ki?
1 t2
i “mi?) = i —le2 — ki? / ...dt
dt \ 2 dt \ 2 "
1 1 to to To
AFEech = {im:ﬁ + §Dl‘2:| = / —ki?dt = / —kidr <0 (6.23)
t1 t1 1

Ez a jol ismert altalanositott munkatétel, amely szerint a rendszer mechanikai ener-
gidja nem allandé, hanem a sirlédési eré6 munkaja csokkenti, mig a rugoerd konzervativ.

Mivel az {z (0) = 0, & (0) = 0} kezdeti feltételek esetén E = 0 igy nincsen semmi,
ami az energia disszipaciét fedezné. Azaz ebben az esetben csak az x (t) = 0 trividlis
megoldas johet szoba.

6.3. Gerjesztett csillapitott oszcillator

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a csillapitott oszcillator magéra hagyva egy idé utan
megall. A valésagban azonban egy ilyen rendszert folyamatosan érhetik erchatasok.
Az ilyen rendszert gerjesztett csillapitott oszcillaitornak nevezziik (pl. az autd kereke,
ahol a csillapitast a lengéscsillapit, a gerjesztést az 0t egyenetlenségei adjak). Tehét
feltételezziik, hogy a csillapitott oszcillatorra egy idofiiggd F'(t) erd is hat. Ekkor a (6.2)
mozgasegyenlet a kivetkezoképpen modosul:

mi + Dz + ki = F(t) (6.24)
Tomeggel valo osztas utan kapjuk az alabbi inhomogén differencialegyenletet:
&+ 200 + wir = f(t), (6.25)

ahol f(t) = F(t)/m, tehédt f(t) gyorsulds dimenzi6ju.
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Ez egy linedris, inhomogén differencialegyenlet, amelynek matematikai megoldési
technikdja kozismert. Mivel az egyenlet linedris, ezért az xy(t) altaldnos megoldas felir-
hat6 az alabbi alakban:

ahol zy(t) a homogén egyenlet dltalanos megolddsa (eddig az el6zéekben ezzel foglal-
koztunk), a két paraméteres fiiggvényosztély barmelyik eleme lehet és barmilyen kezdeti
feltételre illeszthetd. Az xigp(t) az inhomogén egyenletnek egy tetszéleges induld érté-
kekkel {x1p(0), Z1gp(0)} rendelkezd megoldédsa. Ez tehat egy konkrét megoldas, amely
nem tartalmaz semmiféle ismeretlen paramétert. Neve partikuldris (részleges, nem teljes)
megoldas.
Az el6zbéekben lattuk, hogy a homogén egyenlet megoldasa gyorsan lecseng:
lim zy(t) =0 (6.27)

t—00

Ezért ezt a megoldéast tranziens megoldasnak is nevezik. Elegend6en hosszu idore tehat:

rm(t) =~ zmp(t) (6.28)

Tehét a rendszer hosszi idore elfelejti a kezdeti feltételeket, ezért az xipp(t)-t dllanddsult
megoldasnak nevezziik.

Toljuk ki a kezdeti idépontot a t — —oo-be, és a teljes (—o0,00) idétartomanyon
hasson f(t), és keressiik a f(t) dltal generdlt xigp(t) = x(t) figgvényt.

6.4. Green-fiiggvény

A 6.1 fejezetben definidltuk a linedris rendszereket: Ha f;(t) a bement és x;(t) a kimenet
a linedris rendszerbol akkor a kévetkezo kapcsolatok igazak:

[f1(8) + fo(®)] = [21(2) + 22(2)]
lafi(t)] — [az:(t)] (6.29)

Arra vagyunk kivancsiak, hogy egy adott bemeneti fiiggvény milyen kimeneti va-
laszt ad. Az egész folyamatot a 6.6 abra szemlélteti. Altalanossagban a fenti linedris
kapcsolatot a kovetkezo kifejezéssel lehet leirni:

z(t) = /_ T G )t (6.30)

Ami szavakban azt fejezi ki, hogy az x(t) vélaszfiiggvény értéke egy adott ¢ pontban
a gerjesztés Osszes pontban vett hatasdnak valamilyen silyozott Osszege. A stlyozasi
fiiggvényt Green-fiigguénynek nevezziik.
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f@)

x(1)

6.6. dbra. A Green-fiiggvény szemléltetése. A miultbeli gerjesztések (kék) hatéssal
vannak a vélasz t id6pontbeli értékére, mig a jovobeliek (piros) nem. A kis téglalapok
hatédresete az integral. A gerjesztések idejét mérhetjiik labor id6ben t’, vagy eltelt id6ben
7, ha a rendszer idében valtozatlan.

Tegyiik fel, hogy a vizsgalt rendszer nem valtozik az idében (ezt fejezi ki, hogy (6.4)
egyenlet dllandd egyiitthatoji). Ekkor a rendszer dllapota csak az idékiilonbségtél fiigg-
het, hiszen barmikor végezziik el a kisérletet ugyanazt az eredményt kell kapnunk:

x(t) = / Gt —t)f(t)dt (6.31)
Alapvet6 fizikai megfigyelés a kauzalitas, azaz az ok-okozati viszony. Ez azt jelenti,
hogy t' > t gerjesztések nincsenek hatédssal az x(t) értékére. A gerjesztés valasz kapcsolat
tovabb egyszertsodik:
t
x(t) = / Gt —t)f(t)dt (6.32)
Vezessiink be egy véltozo cserét, amelyben a t’ mikor idévaltozdt a visszanézé, mennyivel
ezelott T = t — ' valtozéval helyettesitjiik. Ekkor (6.32) egyenlet az aldbbiak szerint
modosul:

x(t) = /DOO G(r)f(t — 7)dr. (6.33)

Vegyiik észre, hogy G(7) idédimenziéji, azaz |G| = s.
Ha megkoveteljiik, hogy G(7) = 0 7 < 0 esetén, akkor a kauzalitdst igy is frhatjuk
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G(1)

I G—=0
jovo

T

6.7. dbra. Szemlélteto példa Green-fiiggvényhez. 7 < O-ra a fliggvény értéke 0, azonban
nagy 7 értékekre is 0=hoz tart a fiiggvény értéke.

(lasd 6.7:)

z(t) = /00 G(T)f(t —T7)dr

G(r)=0, hat<0 (6.34)
Fontos észrevétel, hogy
lim G(7) = 0. (6.35)
T—r00

Ez azt jelenti, hogy a nagyon régi események nincsenek hatéssal a mostani valaszra. Ez
disszipativ linedaris rendszerekre mindig igaz.

A (6.34) egyenlet tulajdonképpen két fiiggvényt szoroz dssze egy speciélis utasitassal.
Neve konvolicid [3].

A (6.34) egyenlet azért is fontos, mert ha meghatdrozhaté G(7) alakja, akkor utdna
tetszoleges gerjesztéshez kiszamithato a valasz. Az lenne a legjobb, ha talalnank egy
bemeneti f(t) fliggvényt amire a rendszer a Green-fiiggvénnyel ardnyos vélaszt adna.
Ha visszalapozunk a (1.20) egyenlethez jol lathat6, hogy van ilyen bemenet, mégpedig a
Dirac-deltaval ardanyos f(t)=vod(t):

() = /_ TG flt = 1) dr = 0G) (6.36)

vod(t—T)

Megjegyezziik, hogy a Dirac-delta teljesiti a 6(7) = 0, ha 7 < 0 feltételt. A v, fizikai
jelentését lasd alabb.
Tehat a Green-fiiggvény a linedris rendszer Dirac-deltara adott vélasza.
Megjegyezziik, hogy sok helyiitt hasznédlatos a Green-fiiggvény helyett a H(t) dtme-
neti fliiggvény, amely a 0(t) 1épcséfiiggvényre adott valasz. A levezetés teljesen analdg
modon megy.
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6.4.1. Csillapitott oszcillator Green-fiiggvénye

Hatérozzuk meg a gerjesztett csillapitott linearis oszcillator Green-fiiggvényét! Amint
fent meghataroztuk, a Green-fiiggvény, a rendszer Dirac-deltara adott véalasza. Helyet-
tesitsiik a (6.25) egyenletbe z = vyG, illetve f = vyd(t) kifejezéseket! vy-lal val6 egyszer-
iisités utan kapjuk, hogy

G+ 20G + w2G = 6(1) (6.37)
Fontos megjegyezni, hogy mig = dimenziéja méter ([z] = m), addig a Green-fiiggvényé
méasodperc ([G] = s). A kett6 kozotti kiilonbség egy sebesség dimenzi6. Olyan, mintha

(6.37) egyenletet elosztottuk volna egy konstans vy sebességgel. Ha ezt figyelembe vessziik
akkor az egyenlet jobb oldala a kévetkezo:

F(t) = mf(t) = muod(t) (6.38)

Azaz 1.3 fejezetben megtanultak alapjan ez olyan mint egy pillanatszer er6lokés. Ez
lathat6 a (6.37) egyenlet id6 szerinti integréljdbdl a [—e, €] intervallumon:

[T] . + / (20t + Dzx)dt = / vod (t)dt = vy, (6.39)
—0()

ahol a kozépso integrédl € nagysagrendii, mivel hagyoményos fliggvényekbdl all. Tehat a
sebességvaltozéas a t = 0 idopillanatban vy nagysagu lesz:

z(0_)=0 z(04)=0
#(0_)=0  @(04) = vy (6.40)

G@t) ! 3
0.8 | .
0.6 f 1

04 F 1
02} /13 .

0 .
-02 : 1
-04 - : 1

-0.6 i I I I
-0.5 0 0.5 1 L5 ¢ 2

6.8. abra. Alulcsillapitott harmonikus oszcillator Green-fiiggvénye.
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Mivel t > 0 esetén a Dirac-delta zérus, ezért visszakapjuk a gerjesztés mentes harmo-
nikus oszcillatort a (6.40) kezdeti feltételekkel (6.8 dbra). Ennek viszont méar ismerjiik a
megoldasat.

Vélasszuk vy = 1m/s értéket és alulcsillapitott esetet, ekkor az altaldnos megoldés
(6.21):

z(t) = asin(wyt + ¢)e (6.41)
A (6.40) kezdeti feltételekb8l meghatérozhaté a és ¢. A kapott Green-fiiggvény tehat a
kovetkezo:

{i sin(wet)e™™ hat >0 (6.42)

0 hat <0

6.4.2. Fourier-transzformacio linearis rendszerekre

A linedris rendszer valaszfiiggvényét a bemenet és a Green-fliggvény konvolicidjaval
allithatjuk el6 (6.34):

/ G(r)f(t — 7)dr (6.43)
Az (1.52) egyenlet alapjan Fourier térben a konvolicié egy egyszerii szorzassa valik:
X(w) = 27G(w)F(w), (6.44)

ahol G(w) = F [G(t)] a Green-fuggvény Fourier transzforméltja, az dtviteli fiigguény.
Hatarozzuk meg a csillapitott oszcillitor dtviteli fiiggvényét! Tudjuk, hogy F[i] =
iwX (w), illetve F[7] = —w?X (w)
i+ 200 + wiz = f(t)
~w? X (W) + iwX (W) + Wy X (w) = F(w)
X(w) (~w? + 2iow + w}) = F(w) (6.45)

Fourier térben a differencidlegyenlet nagyon egyszerti alaki. A F(w) bemenethez a X (w)
kimenetet egyszerii osztassal kapjuk:

> F(w) -
X(w) = =27G(w)F 6.46
() —w? + 2iaw + w3 TG Ww)F(w) (6.46)
Tehat a csillapitott oszcillator atviteli fliggvénye:
~ 1 1

2 (—w? + 2iow + wi)’

Ellendrizhetd, hogy a fenti fliggvény a (6.42) Green-fiiggvény Fourier-transzformaéltja.
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Az atmeneti fiiggvény tovabbi vizsgdlatdhoz irjuk at az atviteli-fiiggvényt Euler-
alakba [1]:

Glw) = )(;(w) e~ (6.48)
Mivel
N (w2 — w?) — 20w
217G (w) = (2 — 7)1 datt’ (6.49)
ezért
200w

~ 1
Gw)| = 6.51
( )) 21/ (WE — w?)? + 4a2w? (6.51)

A ‘é’(w)’ fliggvényt rezonancia gorbének nevezziik.

0.05 T T 3.5
1 asls — ™
i x o=l ,
- o | @=0.5 —— .5k
g 003 o=00— .
002 15 [ 7
1E o=15— |
o =10
0.01 05F oa=05—"+
_— o=00—
0 0 L Il Il
0 2 4 6 8 10
®

6.9. abra. A csillapitott oszcillator rezonancia gorbéje (a) és fazistolasa (b), wy = 4
paraméter esetén kiilonbozé « értékekre. A rezonanciagérbe maximumét az (a) abrén
nyil jeloli.

Vizsgaljuk meg a kapott eredményeket! A 6.9 abréan egy példan szemléltetjiik az
atviteli fiiggvény és a fazistolas alakjat. Jol lathatéan a rezonancia gérbének van egy
maximuma (bar bizonyos « értékekre ez megsziinik). Ennek pozicija szamolhaté, ezt
nevezziik a rezonancia frekvencidnak. Ertéke

wr = \/wg — 2a2 (6.52)

A rezonancia frekvencianak a mérnoki alkalmazasokban kulcsszerepe van. Szinte
minden épitmény (épiilet, jarmiivek, stb. ) esetében fontos kovetelmény a rezonancidk
elkeriilése, vagy biztositasa. Rezonancia esetében ugyanis a rezgések amplitiidéja megno.
Bizonyos esetekben (pl. autd) ez csak nemkivanatos zajokban jelenik meg, azonban més
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esetekben a til nagy amplitudoju oszcillacio a szerkezet karosodésahoz vezethet. Egyik
jol ismert példa a Tacoma-hid katasztréfaja [5]. Manapsdg alapkovetelmény, hogy a
szerkezetre haté rezgések (szél, foldrengés) tipikus tartoményédban az épitett struktira
jol csillapitson és ebben a tartomanyban rezonanciafrekvencidk ne forduljanak elo.
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7. fejezet

Merev testek dinamikaja

7.1. Merev test fogalma

A pontrendszerek altalanos targyalasa utan specialis rendszerekkel fogunk foglalkozni. A
minket koriilvevé vildgban (makroszkopikus mérettartomanyban) sokféle pontrendszerrel
talalkozunk. Az els6 tapasztalati benyomds, amely alapjan ezek elkiiloniilnek egymastél
az a halmazallapotuk. Azaz beszéliink szilard, folyékony és légnemi halmazallapoti
anyagokrol. Természetesen, a részletek tanulmanyozasa egy sokkal gazdagabb vildgot
tar fel el6ttiink, de az elsé lépésként halmazallapot szerinti osztélyzéas dsszhangban van
a mindennapi tapasztalatainkkal.

Altaldban minden anyag deformalhat6, ezzel foglalkozik a Deformalhaté testek dina-
mikaja 8 fejezet. A szilard testeknek nem csak a deformaciéja, hanem a merev testként
valé mozgésa is érdekes problémaékra vezet. Ezzel a kérdéssel foglalkozik ez a fejezet.

Merev testnek nevezziik azt a pontrendszert, amelyben barmelyik két pont egymaéstol
mért tavolsaga idében allando, azaz Vi, j-re:

Tehat a tomegpontok koordinatai nem fiiggetlenek egymastél, rdjuk a fenti eloira-
soknak teljesiilnie kell. Ezeket kényszerfeltételeknek nevezziik. Elemi meggondolasokkal
kiszamithatjuk, hogy hany skalar adat kell egy merev test helyzetének a megadasahoz:

e A test egy P; pontjat mozgathatom barhova a térben ez hdarom szabadsagi fok
(-7:17 Y1, zl)-

o A test egy masik P, pontjat mar csak egy gombfeliiletre helyezhetem, hiszen a
lry — ro| tévolsdg allandé kell, hogy legyen. A gombfeliiletet két szoggel (¥, ¢)
tudjuk paraméterezni (lasd 7.1 dbra).

e Ha P, és P, rogzitett, akkor ez a két pont altal meghatarozott egyenes tengely koriil
még a test elforoghat. Ezt egy ¢ szoggel tudjuk paraméterezni (1dsd 7.1 dbra).
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7.1. dbra. Merev test elforgatasanak paraméterezése Euler-szogekkel.

A merev test helyzetét tehat 6 db paraméterrel tudjuk lefrni: (z,y, 2,9, ¢,1). Az
(x,y, z) a test térbeli elmozduldsét jellemzi, a (¢, ¢, ¢) Euler-szogek [0] a test elforduldsat.

A kovetkezokben a merev test mozgasat mindig egy allénak tekintett vonatkoztatasi
rendszerhez (inerciarendszerhez) viszonyitva vizsgéljuk. Ha rogzitjiikk a merev test egy
pontjat, akkor a test csak ezen pont koriil mozoghat. A P, pont helye hdrom (x1, y1, 21)
Descartes koordinataval jelolhet ki. Ekkor (¢, ¢, 1)) szabadon véltozhat. Ezt nevezziik
a merev test rogzitett pont korili mozgdsanak, vagy pérgettyimozgasnak.

Ha rogzitjiik a merev test egy mésik P, pontjat is, akkor a merev test csak a PP
egyenes altal meghatarozott tengely koriil foroghat. A tengely helyzetét (az &ll6 koordi-
natarendszerhez képest) a gdmbi koordinataknal haszndlatos (1, ¢) szogek adjdk meg. A
test tengely koriili elfordulasat pedig a v szogparaméter. Ezt nevezziik rogzitett tengely
korili forgasnak.

A porgettytimozgas tanulmanyozasa a merev testek dinamikdjanak egyik legbonyo-
lultabb és egyben legérdekesebb teriilete. Az érdekessége abban van, hogy egy porgettyi
a kiils6 er6hatasokra nem az altalunk szubjektiven vart médon reagal. Ennek oka tisztan
pszicholdgiai, ugyanis a hétkoznapjaink sordn a minket koriilvevo, emberléptékii, termé-
szetes kornyezetiinkben kevés szamu porgettytivel taladlkozunk. fgy nem alakulhatott ki
ezen mozgast illetéen semmiféle szemléletiink. Ezért a porgettyti reakcidjat a nem forgo
testeknél nyert tapasztalataink alapjan képzeljiik el. A csalédasunk szembeszoko lesz.
Mindezekrol a Kisérleti Fizika soran méar némi benyomast szerezhettiink. A merev test
mozgasanak a részletesebb tanulméanyozasat a legegyszeriibbel, a rogzitett tengely koriili
forgassal kezdjiik. Majd ezutédn ratériink a sokkal bonyolultabb porgettytimozgasra.

7.2. Rogzitett tengely koriili forgas
Az altalanossag elvesztése nélkiil feltessziik, hogy a rogzitett tengely atmegy az origon

(lasd 7.2 dbra).
A merev test leithaté igen siri tomegpontok sokasagaként, akar tomegpontként jel-
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7.2. dbra. Merev test forgasa rogzitett tengely koriil.

lemezve minden egyes atomot, azonban sokkal célszertibb kontinuum anyagmodellt hasz-

nélni. Azaz a merev test anyagét egy p(r) siirtiségii folytonos kozegnek fogjuk tekinteni.
Ekkor
dm = p(r)d°r, (7.2)

ahol dm az r hely koriili dr? térfogatban 1év6 anyag tomegét jelenti. A pontrendszereknél
hasznalt 6sszegzés helyett az integralasra tériink at

N

..o — n/.”d%“:u/.”dnh (7.3)

=1

Az integralast a testre végezziik, de ha a slirtiséget ugy definidljuk, hogy a testen kiviil
zérus, akkor az egész térre is felirhaté az integral.

A rogzitett tengely koriil forgd merev test minden pontja kormozgast végez ezért
érdemes az w szogsebesség vektort hasznalni. Ahol az w szdgsebesség vektor iranya
parhuzamos a forgastengellyel, nagysaga pedig a szogelfordulas sebességével |w| = w

A test minden pontjanak sebessége a korpalya érintojének iranyaba mutat nagysaga,
pedig v = Ry, ahol R a tomegpont kirpalydjanak sugara. a sebesség vektor alakban

v(r) =wxr (7.4)

7.2.1. Rogzitett tengely koriil forgé merev test perdiilete
Irjuk fel a merev test perdiiletét (3.31) egyenlet alapjan rogzitett origé mellett:

N

Lo = Zri X m;v; = /r X vdm = /r x v(r)p(r)d*r =

i=1

= /r x (w x r)p(r)d®r (7.5)
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Mivel mind a vektoridlis szorzas, mind az integralds linearis mivelet, ezért a perdiilet
linedris fiiggvénye a szogsebesség vektornak. A (7.5) egyenlet tehét egy linearis kapcso-
latot ir fel két vektor, Ly és w kozott. Két vektor kozott az dltaldanos linedris kapcsolatot
egy tenzorral, a tehetetlenségi nyomaték tenzorral irhatjuk fel:

Lo = Ow. (7.6)

Szamoljuk ki a 6 tenzort a (7.5) egyenlet alapjan, kihaszndlva, hogy a x (b x ¢) =
(ac)b — (ab)c:
Ly = /r x (wx ) p(r)d*r = /[wr2 —r(rw)]p(r)d®r (7.7)
———

wr2—r(rw)

Irjuk 4t w-ra haté tenzor alakba az r(rw) kifejezést:

[I‘(I‘UJ)]Z' = Zrirjwj = Z(I‘ X r)ijwj (78)

J J

Itt kihaszndltuk (1.7) egyenletben definialt diadikus szorzatot. Tehét

Lo = / (1’ —r@r) wp(r)d’r = [/ (1’ —r@r) p(r)d’r| w (7.9)

-

°h)

Azaz
0, = / (1r* —r@r) p(r)d’r. (7.10)

Jol lathato tehat, hogy a tehetetlenségi nyomatéktenzor csak a test geometridjatol fiigg.
Vizsgaljuk meg @ komponenseit:

9,-]» = / (7’251']‘ - ZEZ‘Z‘]‘) p(r)d3r, (711)

ahol §;; a Kronecker-delta (1.5). A tehetetlenségi tenzor tehat egy szimmetrikus métrix.
Matrix alakban ez a kovetkezdképpen néz ki:

v+ 22—y -z
0, = / —zy 2t +22 —yz | p(r)dr (7.12)
—Tz —yz  x? 4P

A mellékatléban 1év6 0;;, @ # j matrixelemek neve devidciés nyomatékok. Az elne-
vezés eredete forgd merev test dinamikajaban keresendd. Erre még visszatériink. Ossze-
foglalva, a tehetetlenségi tenzor csak a test geometridjatdl fiigeg és szimmetrikus.
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7.2.2. Rogzitett tengely koriil forgé merev test kinetikus energiaja

Mint azt lattuk, ha egy merev test egy rogzitett ¢ tengely koriil forog, akkor minden
pontja kormozgast végez, vagy all, ha a pont éppen a forgastengelyen van. Minden
pontjanak a szogsebessége ugyanaz az w. A tomegpontok sebessége a mar megismert
médon (7.5) alakba frhaté. Ez csak akkor igaz, ha az helyvektorokat a forgdstengelyen,
de azon tetszoleges helyen 1évo pontbol mérjiik, azaz az origd a forgastengelyen van. fgy
egy elemi tomegpont kinetikus energiaja:

1 1
dE, = 5u?dm = 5(w x r)2dm (7.13)

Hasznaljuk a a Levi-Civita-szimbdélum (1.4) ciklikussagat:
(WxrP=vwxr)=w(lrxv)=wlrx (wxr) (7.14)

Most megint a (7.5) egyenlethez hasonlé kifejezést kapunk:
1
Bi= 5 [ (ol x (@ x )} ple)dr =
1
= 5/{(.0 (1 —r @1} p(r)d’r =

1 1
= 5&)000} = 5 izjwieijo (715)

7.3. abra. A tengelyen 1év6 origobdl indulé helyvektor, annak tengelyre vett vetiilete és
a tengelytol vett tavolsag szemléltetése.

Bontsuk szét az w szogsebesség vektort tengely irdnyu egységvektorra e; és szogse-
besség nagysigra: w = |w|! Ezt felhasznélva irjuk fel ismét a kinetikus energiat:

1 1
E) = —w? (e;0pe;) = =0,0°, (7.16)
2 e~ 2

0
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ahol 0; a t tengelyre vett tehetetlenségi nyomaték. A (7.16) egyenlet a kozépiskolabdl
jol ismert kifejezés, ahol egy tengelyre vetitett tehetetlenségi nyomaték egy konstans.
Belathato, hogy 6; a korabban megismert mdédon a stirtiség tengelytol vett tavolsaganak
négyzetének integraljaval szamolhaté. Induljunk ki a tehetetlenség tenzor definicigjabdl
(7.10) és haszndaljuk ki, hogy a sugar meréleges a tengelyre (1dsd 7.3) dbrét:

0, = /et [%e; — r(rey)] p(r)d’r = / [r? — (rey)?] pd’r = / (7% = 17] pd’r

0, = /RQ,od?’r, (7.17)

ahol R a tengelytdl vett tavolsagot jeloli. A fenti kifejezés nyilvanvaléan valtozatlan
marad, ha az origdt a tengely mentén eltoljuk. Ezt a tényt el is vartuk, mivel a kinetikus
energia nagysaga nem fiigghet a koordinata-rendszer origdjanak helyzetétdl.

7.2.3. Rogzitett tengelyre hato erok

Vizsgéljuk meg, hogy milyen esetben hat er6 a rogzitett tengelyti forgds soran a tengelyre!
A mindennapi életben ezek igen fontos jelent6séggel birnak.

Ha a tomegkozépponton nem halad at a tengely, akkor a tomegkozépponti tétel 4.1
alapjan eréhatas sziikséges a tomegkozéppont és ezaltal a test korpalyan tartasahoz:

i'tkp = w X rtkp (718)
A korpélyan tartdshoz sziikséges erd (2.5):

M(w x rtkp)2

F* = Miy, = Ma,, = — (7.19)

T'tkp
Jol lathato, hogy amennyiben ry, parhuzamos a tengellyel, azaz a w szogsebesség vek-
torral, akkor a kiilsé erck ereddje zérus. Ez akkor valésul meg, ha a tomegkozéppont a
forgastengelyen van.

Ezt az eréhatast jol lehet latni a moségép centrifugaldsakor, mivel a ruha sokszor
egyenetleniil oszlik el a dobban, ezért a forgo rész tomegkozéppontja ritkan esik egybe a
forgastengellyel, ami a moségép razkdédasahoz, ugraldsahoz vezet. Ez az effektus mashol
is zavard lehet, példaul az autd kerekét is azért kell centriroztatni, hogy az ugralast,
ezaltal a tapadas csokkenését elkeriiljiik.

Az, hogy a kiils6 erék ereddje zérus, még nem elegendd feltétel arra, hogy a tengely
kiils6 erdhatés nélkiil is nyugalomban maradjon. Az

egyenletben a 6, tenzor a test geometriajatol fiigg, tehat csak a testtel egyiitt forogva
allando. All6 koordinata-rendszerbol szemlélve, amennyiben a test elfordul, akkor vele
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7.4. abra. Egy test perdiiletének forgasa és az ébredd forgatéonyomatékok, rogzitett
tengely esetén.

£

fordul 8y is. Ez azonban azt jelenti, hogy az all6 rendszerbol szemlélve az Lj perdiilet-
vektor a merev testtel egyiitt forog (7.4 dbra), azaz nem allandé. A pontrendszereknél
tanult perdiilettétel értelmében

LOZWXLDZNOZI'XF. (721)

Tehat ha Ly nem parhuzamos a w forgastengellyel, akkor a tengely egyhelyben tartasa-
hoz forgatonyomatékra van sziikségiink. A tengely végén ébredd erdk pedig az Lg és a
tengely altal meghatarozott sikban lesznek. A forgatényomaték 1étérél mindenki maga
is meggy6zodhet, nem kell hozza mas, csak egy krumpli és egy kototi.

7.3. Szabad tengely koriil forgé merev test

7.3.1. Fotengely rendszer

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a testre nem hat kiilso forgatényomaték. Ekkor 0 =
Ny = Lo = w x L. Azaz a test perdiilete nem véltozik. Ha w és Ly nem parhuzamosak,
akkor mivel 8 a testtel egyiitt forog, ez csak tigy lehetséges, ha a pillanatnyi forgastengely
is pillanatrol pillanatra valtozik, azaz w(t). Azonban, ha w||Lg, akkor ezek parhuzamosak
is maradnak. Nézziik meg mikor lehetséges ez!

L() = 00&) = 90(.0, (722)

A (7.22) egyenlet egy sajatérték-egyenlet, ahol 6, sajatértéke, w pedig sajatvektora a 6
tehetetlenségi tenzornak.
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Mivel a tehetetlenségi tenzor szimmetrikus ezért sajatértékei (01,6, 03) valdsak, sa-
jatvektorai (eq, e, €3) pedig merdlegesek egymasra:

061 = 916‘1
062 = 0282
963 = 9383 (723)

A harom meroleges sajatvektor egy bazist alkot, amelyben a fentiek alapjan a tehetet-
lenségi tenzor diagonalis:

6 0 0
6=[0 6, 0 (7.24)
0 0 6

A (e, e, e3) tengelyeket tehetetlenségi fotengelyeknek, a koordindtarendszert fétengely-
rendszernek (FTR) nevezziik. Ekkor megkiilonboztetés végett altalaban az x, y, z helyett
a fotengelyeket 1,2, 3-mal jeloljiik.

Az elmondottakbol kévetkezik, hogy ha a merev testet egy tomegkozéppontjan (TKP)
atmend fotengely koriil forgatjuk, akkor a tengelyre semmiféle kiils6 eré nem fog hatni.
Az ilyen tengelyeket szabad tengelynek nevezzitk. A megadott feltételek miatt minden
merev testnek (barmilyen alaki és tomegeloszldsi is legyen) minimum harom szabad
tengelye van. Ezek a tomegkdozépponti tehetetlenségi fotengelyek.

7.5. dbra. Négyzet alapu hasdb és kocka.

Altaldban a szabdlytalan testeknek harom szabad tengelye van. Azonban ha a test
rendelkezik bizonyos szimmetriaval, akkor akar végtelen sok szabad tengelye is lehet.
Péld4ul a négyzet alapi hasdbnak (7.5 dbra) két azonos tehetetlenségi nyomaték sajat-
értéke lesz 6, = 0y, ilyenkor barmely ae; + fes tengely szabad tengely. A kocka esetében
(7.5 abra) mindharom sajatérték azonos (6; = 0 = 03), ekkor barmely tomegkozéppon-
ton atmend tengely szabad tengely. Tehat a kocka tehetetlensége azonos a gombével,
azaz a gomb és a kocka forgémozgasaban semmilyen kiilonbség sincs.
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7.4. Rogzitett pont koriil forgé merev test dinamikaja (a
porgettyii mozgas)

WA
o
7.6. abra. Rogzitett pont koriil forgd merev test illusztracidja.

Tekintsiink egy merev testet, amelyik egy adott (rogzitett) O pontja koriil szabadon
foroghat. Ha az O nem esik egybe a tomegkozépponttal és a test gravitacios térben van,
akkor 1n. stlyos porgettytirol beszéliink.

Mint mar emlitettiik, ha w és Ly nem parhuzamos, akkor w(t) idében véltozik. Arra
vagyunk kivancsiak, hogyan mozog a merev testiink, azaz szeretnénk meghatarozni az
w(t) fuggvényt. A perdiilet megvéltozdsa a forgatonyomatékkal egyezik meg:

. d .

Ny=Ly = %(Ow) = 0w + Ow (7.25)

A kovetkezo kérdés, hogy meg tudjuk-e hatarozni a tehetetlenségi tenzor megvaltozasat

a forgas soran? Vizsgaljuk meg a rendszert a testtel egyilittmozgd koordindtarendszer-

ben! Ebben a rendszerben jeloljiik vesszével a mennyiségeket! A fenti (7.25) egyenlet a
kovetkezoképpen néz ki az egyiittforgd rendszerben:

L, =64, (7.26)

mivel § = 0, hiszen az csak a test geometridjatdl fiigg az egyiittmozgd rendszerben
az nem valtozik. A labor rendszerbol ugy kapjuk meg az egyiittmozgd rendszert, hogy
mindig w-val forgunk. Azaz

No = Lo = Ly + w x L} (7.27)

Megjegyezziik, hogy ezt egyszer mar kommentéar nélkiil kihasznéltuk a (7.21) egyenlet-
ben. A (7.25) egyenlet f6tengely-rendszerben tehat a kovetkezéképpen irhaté (most mér
elhagyjuk a vesszoket):

Ny =0w + w x Ow (7.28)
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Komponensenkként kiirva:

No1 = 0w + wawsltls — wawabs
Nog = Oawg + wiwsly — wawq s
N03 = 03(,(}3 + w2w16’2 - w1w291 (729)

Osszevonva:

Noi1 = 01wy — w2w3(92 - 93)
Nog = oy — w1w3(93 - (91)
Nog = 03@3 — W1WQ(01 — 92) (730)

A (7.28), illetve (7.30) elsérendil, nemlinedris differencidlegyenlet-rendszert a pdrgettyii-
mozgas Euler-egyenletének nevezziik.

Az egyenletrendszer nemlinedris, ezért a megoldasa néhany, jellegzetes, specialis eset-
tol eltekintve egyaltalan nem egyszerti. Lathatd, hogy az egyenletrendszer kapcsolatot
teremt a rogzitett O pont koriil forgd test w szogsebessége és a ra hato kiils6 eréknek az O
pontra vett Ny nyomatéka kozott. Az érdekessége az, hogy ezt a kapcsolatot a forgd test-
hez rogzitett f6tengely-rendszerben felirhatd (wy,wa, ws) és (No1, Noz, No3) komponensek
kozott adja meg.

A porgettylimozgds megoldasanak a masik nehézsége abban van, hogy ha méar megha-
taroztuk w komponenseit, akkor még ebbdl ki kell talalnunk, hogy a test hogyan mozog
az allé rendszerben. Itt 1ép a szinre az Euler-szogek rendszere. A bevezetében lat-
tuk ugyanis, hogy egy merev test mozgasat a (V(t), ¢(t),v(t)) idoéfuggvényekkel adjuk
meg. Ez azt jelenti tehat, hogy az ismeretében meg kell hataroznunk az 4ll6 rendszerben
rogzitett koordinatarendszeriinkben a szogsebesség-komponenseket, majd ennek alapjan
magat a mozgast, azaz

(W17W2;W3) — (wmawyawz) — (19<t)7¢(t)7¢(t>> (731)

Mindez altalanos esetben egyaltalaban nem konnyt feladat, de elvileg megoldhaté. Eb-
ben rejlik a porgettyiik dinamikajanak a titokzatossdga, de egyben a szépsége is.
Az aldbbiakban két egyszerii esetben megoldjuk a porgettyltimozgas Euler-egyenletét.

7.1. Feladat Vizsgdljuk meg egy szabadon forgo test stabilitdasdt! Biztosan mindenki ész-
revette mdr, hogy eqy gyufaskatulydt poroguve feldobva annak mozgdsa néha szép porgod
marad, néha pedig bukddcsolo. Tudjuk, hogy elméletileg a szabad tengelyek mentén meg-
porgetve a szdgsebesséq dallando marad, tehdt mindenképpen szép porgd mozgast kellene
latnunk. Ha a legkisebb és legnagyobb lapon megy dat a tengelyiink, ez igy is van, azonban
ha a kézépson, akkor mindig bukddcsol. Nézziik meg miért van ez! Az itt ismertetett
levezetés a [7] jegyzet alapjan készilt.
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Legyen eqgy test tehetetlenségi tenzordnak hdrom sajatértékére igaz a kovetkezo egyen-
lotlenség:

01 < By <03 (7.32)

Porgessiik meg a testet e legkisebb sajdtértékhez tartozo ey fotengely mentén wy szégse-
bességgel! Azonban mivel nem vagyunk tokéletesek, a mdsik két fotengely mentén is kicsit
forog a testink (perturbdcid), azaz a test szigsebessége:

w = wie; + \ey + pues, (7.33)

ahol A\, i < wy. frjuk fel az (7.30) Euler-egyenletet csak az elsé rendi tagokat megtartva:

0 = 61y (7.34)
0= 92)\ — W1M(03 — 91) (735)
0= 93,& - wl)\(Hl — 92) (736)

A (7.3]) egyenlet azt mondja nekiink, hogy wy = dllandé. A (7.35) és (7.30) egyenleteket
1do szerint derivalva kapjuk, hogy

(_ts=0r
A= %
0 — 0,
0s

Wi (7.38)

A (7.37) egyenletben megjelend [ mennyiséget helyettesitsiik be (7.36) egyenletbdl:

(61 — 65)(61 — 6>)
0203

A+ WA =0 (7.39)

Mivel 01 < 05 < 03, ezért a X eldtt dllo faktor pozitiv, tehdt a fenti masodfoki differencidl-
egyenlet megoldadsa szinuszos oszcillacio:

A(t) = Ao sin \/(01 —03)(0h = ez)wlt + o (7.40)
0205

Konnyen beldthato, hogy hasonlo eredményt kapunk p idobeli vdltozasara is. Tehdt az
altalunk akaratlanul okozott tobbi fotengely irdnyu perturbdcio csak elliptikusan oszcilldl,
a mozgds alapvetden marad az e, tengely korili forgds.

Amennyiben a fenti szamoldst végiguissziik a legnagyobb tehetetlenségi nyomatékkal
rendelkezd tengelyre: 01 > 0y > 03, akkor is ugyanezt kapjuk, a (7.39) egyenletben a A
elott dallo faktor pozitiv.
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Mas a helyzet a kozépsd tehetetlenségi nyomatékkal rendelkezd irdnyban: 6 > 6 >
0s. Ekkor ugyanis a (7.39) egyenlet megolddsa mdr nem szinuszos oszcillacid, hanem
exponencidlis lesz:

A(t) = Ae® + Be " (7.41)
ahol
ay = (6 = 6)(61 = 62) (7.42)
0205

Ez azt is jelenti, hogy a kis perturbdcio megnd és a tobbi irdnyu forgds is ldthatovd vdlik.
Természetesen, ekkor mar nem alkalmazhato ez az elsorendi kozelités.

Osszefoglalva tehdt, megmutattuk, hogy eqy test legkisebb és legnagyobb sajdtértéké-
hez tartozo irdnyokban a szabad forgdsa stabil, azonban a kézépsd sajdatértékéhez tartozo
wranyban a szabad forgasa instabil.

7.2. Feladat Ebben a részben két problémadt vizsgalunk. Megmutatjuk, hogy ugyanarra a
jelenségre vezethetdk vissza. Az elsd probléma a 7.7 (a) dbrdn ldthato. Itt egy tengelyen
lévd kerék gombesukloval kapcsolodik a fiiggoleges tartoridhoz. Ha a kerék nem forog,
akkor elengedés utdn a tengely fliggolegesen lefelé fog mozogni a gravitdcio hatdsdra. Ha
azonban tengely vizszintes helyzete mellett a tengelyen lévd kereket megpdrgetyik, majd
elengedyiik, akkor nem ez torténik, hanem a tengely meqgdrzi vizszintes helyzetét és elkezd
a csuklo koril korbe forogni.

(a) (b)

7.7. dbra. (a) csuklén forgd kerék, mely a gravitdcié hatdsara nem lefelé mozdul el,
hanem korbe. (b) Bumerang.

A gravitdciobol szdrmazo forgatonyomaték tehdt lefelé szeretné forditani a tengelyt,
de az erre merdleges forgomozgas miatt mégsem arra, hanem eqy harmadik merdleges
wranyba indul el a test.

A bumerdng eqy olyan eszkoz, amelyben a lapdtok szdrny-profiliak. Ezért a forgo
mozgds hatdsdra azokon a forgds tengelyével pdrhuzamos felhajtoerd keletkezik. Mivel
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a bumerdngot nem egyhelyben forgatjuk, hanem a forgomozgdssal parhuzamosan halado
mozgdst is végez, ezért a lapdatok a fenti helyzetben, mikor a halado mozgds iranydba
forognak, gyorsabban mennek a levegohoz képest, mint az alsok, ezért a lapdtokra hato
erd kilonbozo lesz, ami szintén eqy forgatonyomatékot eredményez hasonloan az eldzo
példahoz és a végeredmény is hasonlo vizszintes kérmozgas, ami lehetové teszi a bumerdng
visszatértét.

Az alaphelyzet tehdat mindkét esetben ugyanaz, van eqy testink, amely az eqyik szabad
tengelye mentén gyors forgomozgdst végez, mikozben arra merdlegesen forgatonyomaték
lép fel. frjuk: fel az Fuler-egyenleteket erre az esetre. Vizsgaljunk forgdsszimmetrikus
testet, amely a forgdstengelye (e1) koril forog wy szigsebességgel. Ebben az iranyban a
tehetetlenségi nyomatéka 0. Az N forgatonyomaték hasson a ey irdnyban. A forgds-
wranyra meroleges tehetetlenségi nyomaték legyen 6 :

0|\w1 + wzwg(QL — QL) =0 (743)
91_@2 + wgwl(GH - 91_) =N (744)
0, w3+ w2w1(9“ — 91_) = 0. (7.45)

A (7.43) egyenlet ismét azt mondja nekiink, hogy surlodds hidnydban a nem csillapodik
a forgomozgds, azaz wy = dllando. Vezessik be T = (0 — 01)/0. konstansot. Derivaljuk
idd szerint még egyszer a (7.44) és (7.45) egyenleteket még egyszer:

(.:(:)2 = —Twlwg (746)

(:)3 = —Twlc'dz. 747)

Az egyenletek jobb oldaldn dllé ws és wy vdltozokat az (7.45) és (7.44) egyenletekbdl
behelyettesitjiik:

C:‘:)Q = —TZUJ% W2 (748)

. 9 9 NTw;

(3 = —Tw; w3 + : (7.49)
01

Pontosan azt kaptuk, amit a kisérletek mutatnak, eqy e, irdnyban forgo testre, a ey
wranyba hato forgatonyomaték a es irdnyba noveli meg a test szdgsebességét, mig a e
iranyban a szégsebesséq zérus marad.
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8. fejezet

Deformalhat6 testek mechanikaja

8.1. Altaldnos mérlegegyenletek

A természettudomanyos vizsgalédasunknak (most elsésorban gondoljunk a fizikéra) az az
objektiv alapja, hogy az univerzumunkban valamiféle rend van. Es ezt a rendet az ember
(jelesiil most a fizikus) képes felismerni. Mintdzatokat véliink tapasztalni a jelenségek
minden szintjén. Ez teszi lehetové azt, hogy matematikai modelleket gyartsunk, ame-
lyek hiiek és igy beldliik szamokkal megfogalmazhaté eredményeket kaphassunk. Ezeket
aztan lehet a megfigyelésekkel, vagy tudatos mérésekkel ellendrizni. Ha a modelliink jé,
akkor szamszeri egyezést fogunk tapasztalni. Azt mondjuk erre, hogy a modelliinknek
redlisnak kell lennie. Nem célunk most a modellalkotas filozéfiai problémairdl beszélni.
A kvantummechanikai tanulméanyainknal ez 1gyis elkeriilhetetlen.

Ha egy torvény olyan, hogy nagyon sokféle természeti jelenségre értelmezhetd, akkor
az valami nagyon alapveté mintazatot, univerzalis igazsagot fogalmaz meg. A fizikus
szeret ilyeneket taldlni, mert ez a dolgok lényegi megértését jelenti szamaéra.

[lyen univerzélis torvényeket fogalmazunk meg az tin. mérlegegyenletekben. Ezek ex-
tenziv fizikai mennyiségek nagyon altaldnos (térbeli és idébeli) tulajdonsigait fogalmaz-
zak meg. Ervényes lehet anyagi dolgokra (szubsztancia), mint pl. egy varosba tartézkodé
emberek szama. Vagy pedig nem anyagi természetli dolgokra, valamiféle szammal jelle-
mezhetd tulajdonsigra (attribtitum) mint pl. az energia. Mint latni fogjuk, a példaként
felhozott két fogalom nagyon tavoli egymastol, mégis ugyanolyan mérlegegyenleteknek
tesznek eleget.

A fizikai jelenségeket mindig a tér egy altalunk jél elkiilonitett részében figyeljitk meg.
Ezt a térrészt egy zart feliilettel elvalasztjuk a kornyezetétol. A feliilet altal hatarolt tér-
részben 1évé objektumok alkotjak a fizika rendszert amelyet valamilyen extenziv vagy
intenziv (redlis) fizikai mennyiségekkel jellemziink (ldsd Termodinamika). Egy fizikai
jellemz6 extenzivitdsa nagyon altalanos tulajdonsdgokat eredményez. A mérlegegyenle-
tekben éppen ezeket fogalmazzuk meg.
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Legyen w egy extenziv mennyiség (példaul: tomeg, energia, impulzus, toltés, stb. )
és pw(r,t) a w mennyiség térfogatsirisége. Ez azt jelenti, hogy a tér egy r pontjaban
egy t idopillanatban egy dV térfogatelemben ebbdl a fizikai mennyiséghdl dw = p,dV
van jelen. A p,(r,t) mértékegysége tehat:

[w]

[pu] = (8.1)

m3
A w extenziv mennyiségh6l képzett p,(r,t) térfogatsiiriiség mar intenziv mennyiség.
Mivel a w mennyiség aramolhat ezért hasznos bevezetni a w mennyiség j,, aramstirtiségét.
Ez egy adott dA feliileten egységnyi id6 alatt atdaramlé w mennyiségét méri:

. dw
Az aramstriség mértékegysége:
: [w]
] = -5 (8.3)

Az adott mennyiség nem csak aramolhat, hanem keletkezhet és eltinhet is. Ezt a fo-
lyamatot a s, forrassirtiséggel jellemezziik. Ez megadja, hogy egy elemi térfogatban
egységnyi id6 alatt mennyi w keletkezik, illetve tiinik el:

dw
wdV = —. 8.4
s 7 (8.4)
A forrassiiriiség mértékegysége:
[w]
w| = : 8.5
50l = =g (85)

8.1. abra. Egy adott V térfogat a laborrendszerben. A dA feliiletelem vektor mindig
meroleges a feliiletre és a térfogatbol kifele mutat.
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Legyen adott a laborrendszerben egy A feliiletii V' térfogati tartomany. Ebben a
tartoméanyban talalhaté w mennyisége a kovetkezo:

w(t):/va(r,t)dv (8.6)

A tartoményban a w extenziv mennyiség csak kétféle médon véltozhat: (i) vagy atlép
a feliileten, (i) vagy beliil keletkezik. A most bevezetett fogalmakkal ez a kovetkezd
médon fogalmazhaté meg:

dw d
o2 pu(r,)dv = / Bypu(r, t)dV = —fjwdAJr/swdv (8.7)
dt dt \% \4 A v

-~

0 (i)

Az egyenlet bal oldalan az id6 szerinti derivaldst at lehet vinni az integrdlon, mivel a
vizsgalt térfogat idében allandé. Az A feliiletre vett integral el6tt minusz jel all, mivel a
dA feliiletelem vektor a testbol kifelé mutat, tehat kifelé folyé aram esetén lesz pozitiv
az integrandus, ami viszont w csokkenését eredményezi.

Altaldnosabb lenne a fenti képlet, ha az Gsszes integral térfogat szerinti lenne. Ebben
nytjt segitséget a Gauss-Osztrogradszkij-tétel[3] amely egy tetszéleges u vektormennyi-
ség térfogati és feliileti integralja kozott teremt kapcsolatot:

%udA: / divudV. (8.8)
A v

Mint mar a Matematikai bevezetében 1.2 is emlitettiik a divergencia szemléletes jelentése
az adott mennyiség lokalis kitdguldsdnak mértéke. A (8.8) egyenletet kihaszndlva kapjuk,

hogy
/@pde: —/ divjde—i—/ SwdV (8.9)
1% 1% 1%

/ (aﬁ + Vi, — sw) AV =0 (8.10)
v\ ot

A fenti egyenlet tetszOleges térfogat esetén igaz ez csak akkor teljesiilhet, ha maga az
integrandus is zérus:

Atrendezve:

Y 4 Vi, = Sw (8.11)

Ez a differencialis mérlegegyenlet, amit szokas még kontinuitasi egyenletnek is nevezni.
Ha forras nincsen (s, = 0), akkor megmaradasi tételr6l beszéliink:

Bipw + Vi, =0 (8.12)
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8.1.1. Konvektiv, konduktiv aram

Az eddigiekben nem beszéltiink arrél, hogy milyen konkrét extenziv mennyiségre kell gon-
dolnunk, amikor a fizikdban mérlegegyenletekrol beszéliink. A kés6bbi szemlélet (elekt-
rodinamika, kvantummechanika) kialakitasa végett célszerii a torténeti utat kovetni. Ez
ugyanis szépen tiikrozi az altalanositasoknak a sziikségszertiségét. Kiindulasul egy konk-
rét fizikai rendszerrel, a tomegpontrendszerrel foglalkozunk. Méghozza olyannal, ahol
a rendszer (makroszkopikus) térfogata akkora, hogy kontinuum eloszldst anyagmodellt
lehet haszndlni. Ezt nevezziik folytonos anyageloszlasi testnek, vagy egyetlen szoval
kozegnek. Az ilyen rendszer dinamikajaval a kontinuummechanika foglalkozik.

A kontinuummechanikaban a kévetkezd extenziv mechanikai mennyiségekre célszerti
mérlegegyenleteket felirni.

Tomeg: m | tomegsliriiség: pm(r,t) = p(r,t)

Energia:  F | energiasiiriség: | pp(r,t) = p(r,t)v(r,t)/2
Impulzus: p | impulzussiirtiség: | pp(r,t) = p(r,t)p(r,t)
Toltés: Q | toltésstiriiség: po(r,t) = dQ(r,t)/dV

Tomeg esetén, illetve elektrodinamikaban a toltésstliriiség esetén altalaban nem irjuk ki
az indexet. Az impulzusmomentum mérlegegyenletével nem foglalkozunk, ugyanis nem
mond lényegesen tobbet, mint az impulzusmérleg. Majd alkalomadtan megemlitjiik az
idevonatkozdé fizikai tudnivaldkat.

Lathatd, hogy ezekben a fontos esetekben a anyagsiirtiség, azaz az maguk az anyagi
pontok hordozzdk az extenziv mennyiséget (impulzus, energia, perdiilet, toltés). Az
egyszeriibb széhaszndlat végett tigy beszéliink ezekrol a fizikai mennyiségekrdl, mintha
maguk is szubsztancidk, valamiféle megfoghaté dolgok, onallé anyagi 1étezok volnanak,
holott ezek a kozeget alkotd tomegpontok dinamikai tulajdonsagai. Mindegyik esetben
mérlegegyenleteket tudunk haszndalni. Ez az absztrakcié teszi lehetové majd azt, hogy a
kontinuummechanikaban kidolgozott sikeres szemléletet atvigyiik a fizika més teriileteire
is (elektrodinamika, kvantummechanika).

A kovetkezOkben az aramstriiséget vizsgaljuk. Az aramstrtségnek két fajtajat is-
merjiik, ezek a konvektiv dramsiriség:

jw,v - pwV, (813)
valamint a diffizids dramsiiriség izotrop esetre:
Jwa = —DVpy (8.14)

A konvektiv aramstiriséget a tomegpontok makroszkopikus rendezett elmozdulasa, dram-
lasa hozza létre. Ezért szerepel benne a aramlasi sebesség. A konduktiv aramstriiséghez
nem csatolédik makroszkopikus rendezett elmozdulas. A példaként felirt difftizios aramot
a részecskék rendezetlen, véletlenszeri mozgésa idézi eld. Es ezt a makroszkopikus skalan
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a tomegsiiriiség inhomogenitdsdval tudjuk figyelembe venni (Fick-féle egyenlet). A jelen-
ség természetébol fakad tehat, hogy ennek részletes mikrofizikai hatterével a statisztikus

fizika foglalkozik.
Irjuk fel a kontinuitasi egyenletet mindkét esetre.

0w + div(pwV) = Sy (8.15)
Oipw — DApy = Sy (8.16)

A (8.16) egyenlet viszont a kézismert diffiziés egyenlet [0], ahogy azt vértuk is. Alta-
laban nem mindig tudunk kiindulasul ilyen konduktiv a&ramokat felirni. Ezek legtobbszor
az alap dinamikai egyenleteknek a kontinuitasi egyenletbe valé atirasakor kijonnek. Rovi-
den azt mondhatjuk, hogy minden olyan aramstirtiség, amelyik nem konvektiv, azaz nem
irhaté (8.13) alakba, az sziikségképpen konduktiv lesz még akkor is, ha a szemléletiink
ezt nem latja.

8.2. Deformalhato testek kinematikaja

A kontinuum anyagmodellt az el6zoekben mar sikeresen hasznéltuk egy specialis pont-
rendszer, a merev testek dinamikdjanak a térgyaldsakor (7 fejezet). Most elhagyjuk
azt a megkotést, amely a merev testeket merevvé tette, azaz megengedjiik, hogy a test
pontjai kozotti tavolsdg megvaltozzon. Ez a valtozas azonban nem tetszdleges, hanem
a testre haté kiilso és belso er6k hatarozzak meg. A pontrendszer szemléletben megje-
lend bels6 erék tulajdonsdga a makroszkopikus skdlan az illeté anyagra jellemz6 anyagi
tulajdonsagként jelenik meg. A deformalhaté testeknek, kozegeknek ezek a makroszko-
pikus jellemz6i definidljdk azt, hogy gaz, folyadék vagy rugalmas kozeg dinamikajat kell
meghataroznunk.

Eloszor a deformalhato testek mozgasanak a lefrasaval kell foglalkoznunk és csak
ennek ismeretében térhetiink 4t a dinamikara.

A mar ismert technikat kovetve vegyitink fel egy allé vonatkoztatasi rendszert, a labor
rendszert. A deformalhaté testiink mozgasat ebben a labor rendszerben fogjuk vizsgal-
ni. A test egy pontjat a labor rendszerben elfoglalt helye alapjan azonositjuk. Ha a
deformalhaté test (a kozeg) mozgdsban van, akkor minden pontjdnak a helye az idében
valtozni fog. Ez a fajta szemlélet tul altalanos és ugyanigy nem vezet eredményre, mint
azt a pontrendszerek esetében lattuk. Sziikitsiik le a vizsgalatunkat csak a deformal-
hatésagra. Mint azt lattuk, ez azt jelenti, hogy (ellentétben a merev testekkel) most
a kozeg pontjai kozotti tavolsdg mar nem marad allandé. S6t, ennek a valtozédsnak a
meghatarozasa jelenti az 1j feladatot.

Osszehasonlitva a merev testek mozgésaval azt varjuk, hogy a test pontjainak elmoz-
duldsat harom kiilonboz6 folyamatra tudjuk bontani: Transzlacio, forgas, deformacio.
A deformaéci6 vizsgalatahoz célszerti az els6 két elmozdulastipust levalasztani az anyag
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8.2. dabra. Deformalhaté test paraméterezése laborrendszerben. Az eredeti allapot pont-
jait a r helyvektor paraméterezi, az elmozdulést a s(r) vektor.

mozgasabdl. Vizsgalatunkat linedris rendig fogjuk csak elvégezni, ezért megkoveteljiik,
hogy a test pontjainak elmozdulésa legyen kicsi.

A probléma jellegébdl fakaddan célszerii a kozeg pontjainak a helyzetét a kozeg egy
kivalasztott pontjahoz viszonyitva megadni amint a 8.2 abra szemlélteti. Legyen ez az
pont 0, amely természetesen mozoghat is. A kozeg pontjait az 0 pontbdl mért hely-
vektorral azonositjuk. Egy pont mozgasat az s(r,t) fliggvény irja le. Ez lesz a keresett
mennyiségiink.

Legyen az 0 referenciapont elmozdulésa sg. Ez a mennyiség irja le a kozeg transzléci-
6jat. Ezt az elemi komponenst érdemes kihagyni a deformacié tanulmanyozasabdl, ezért
mivel kinematikarol van szé megtehetjiik, hogy az origét mindig az sy pontba rakjuk és
az r helyvektorokat innét mérjiik. Emellett bevezetjiik a

As = s(r) — sp. (8.17)

mennyiséget, ami a deformacié transzlaciétol megtisztitott részét tartalmazza. A fenti
definicio segitségével sikeriilt az sq tiszta elmozduldst kitranszformalni a s vektorokbol.
Mivel a deformaciéra vagyunk kivancsiak le kell vélasztanunk még a forgéomozgast is.
Kis elmozduldsokra sorbafejthetjiik a relativ elmozdulés i-edik (i = 1,2, 3) komponensét
elso rendig:

8si 8$Z~ 0Si 5 5
ASZ'<I') >~ axl Ty + axQZL’Q + ax?’l’g = Z(ﬁjsi)xj = Z(DS)Z']'[L']' (818)

j=1 j=1

Tehat tgy néz ki, hogy els6é rendben a relativ elmozdulas vektor linearis fiiggvénye a
helyvektornak, azaz:
As(r) = (Ds)r, (8.19)

ahol a Ds = V®s a derivdlttenzor, ami a nabla operator és az elmozdulés vektor diadikus
szorzata.
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Mint minden tenzor, Ds is eldallithaté egy szimmetrikus € és egy a antiszimmetrikus
tenzor Osszegeként:
Ds = ¢+ a, (8.20)

ahol ¢;; = ¢j; és a;; = —aj;, minden 4, 7 parra. Az eléallitds:
1
€ij = 5 (98i + 0is;j)
1
Q5 = 5 (8jsi - 8i3j) . (821)

Az elmozduléds vektort tehat harom részre bontottuk. Meg fogjuk mutatni, hogy az
antiszimmetrikus a rész jellemzi a forgatast és igy a € irja le a test deforméciojat. Azaz:

s= sy + _ar + _er (8.22)

eltolds  forgatds  deformaécié

Az eltolds mértékegysége a méter [sg] = m, az elforgatds és deformdcié viszont 1 dimen-
ZléJfl [aij] = [6@'] =1.

8.2.1. Elforgatas

Mutassuk meg, hogy a Ds derivalttenzor antiszimmetrikus része a forgatés.

0 a1z a13 T a2y + 132
ar = | —ap 0 ao3 yl = 932 — Q19X
—aj3 —azs 0 z —a13T — a23Y
doyz — do.y
dp xr = | dp,x — dp,z (8.23)
doyy — doyx

A (8.23) egyenlet felsé sordban Descartes koordinata-rendszerben kifejtettiik az elmoz-
dulds antiszimmetrikus részét, az alsé sorban egy infinitezimalis forgatast irtunk fel.
Nyilvanvald, hogy az alabbi szogvélasztassal a két kifejezés azonos lesz:

d% —Q23
dgby = ais (824)
do. —Q12

Tehat ha infinitezimalis elmozdulasokat vizsgalunk, akkor a derivalt tenzor antiszimmet-
rikus része a test merev testként torténo elfordulasat irja le.
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8.2.2. Deformacio

A fentiekben lattuk, hogy sy és a tenzorok olyan transzformécidkat irnak le, amelyek
soran a test pontjainak egymashoz viszonyitott tavolsdga nem valtozik. Tehat a test
deformaciéjat a € tenzor adja meg:

1
61']' = 5(8]'81‘ + aiSj) (825)

Vizsgédljuk meg a deformécids tenzor kiilonbozé elemeinek jelentését! Két pont kozti
tavolsag megvéltozasa tehat a kovetkezéképpen irhato:

As(r) = er. (8.26)
Legyen r = (I,,1,,l,), ekkor a féatléban 1évé elemek jelentése:

ASZ‘ = €“l2
- ASi
= ll ,

ie{x,y, 2z} (8.27)

€ig

Azaz a féatloban 16v6 elemek a deformacié hatasara létrejott relativ megnyulast fejezik
ki.

y
_ -7
_ -7 /
Alx _ -7 !
—— /
l)‘ ! . !
/ ]
’YlZ’ o
/ L
/ L
! Ll
/ y/
/ 7
/ _ - /
{ - A
il 1 .
lx X

8.3. dbra. Nyirasi deformacié, a deformécié tenzor nem féatlobeli elemeinek szemlélte-
tése.

A mellékétléban szerepld tagok jelentését 8.3 dbra szemlélteti. A e,, azt mondja meg,
hogy az egységnyi hosszi x irdnyu szakasz mennyit deforméalédott y iranyban, azaz

Aly = eyaly. (8.28)
Mivel e szimmetrikus tenzor, ezért az y irdnyu egységszakasz is ugyanennyit deformalodik

x irdnyban:
Al = ezl = €.l (8.29)
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Tehat a deformacié soran az egységnégyzetbdl paralelogramma lesz. Ezt a deforméciot
nevezziik nyirasnak, vagy szogdeformacionak. Kis deformacio esetén az oldalak szogel-

fordulésa:
As,

la

Yoz = Vyo X tany =gy, = (8.30)

8.2.3. Térfogatvaltozas

A deformaécio hataséara a test térfogata megvaltozhat. Mivel kis deformaciokkal foglalko-
zunk ezért csak € elso rendben vizsgaljuk a problémat. Az e deformdcié-tenzor szimmet-
rikus ezért sajatértékei valdsak és létezik fotengely-rendszere, amelyben diagonalis lesz a
deformaciométrix. Ilyenkor a deformécié pusztan megnyulasokbdl all:

€11 0 0
g = 0 €929 0 (831)
0 0 £33

Az egység sugari gombbdl ellipszoid lesz, ahol az ellipszis tengelyei (8.27) egyenlet alap-
jan (I,05,15) = (1 + e11,1 + €99, 1 + €33) nagysaguak. A térfogatvaltozas elsé rendig

4 4
AV = gﬂ'(lilélé — 1) = §7T(€11 + €99 + 833) + O(gi) (832)

A relativ térfogatvéltozas tehat e11 + €90 + £33.
A térfogatvaltozast més tuton is meg lehet kapni. Most tetszoleges koordinata-rendszerben
irjuk fel az {e1, e, e3} egységvektorok altal kifeszitett kocka térfogatét:

V= (e1 X 62)63 =1 (833)
Kozismert, hogy
a b o
(a xb)c=det [ ay by ¢ (8.34)
as bg C3

Illetve a deforméacié hatasara megvaltozott egységvektorok a kovetkezok lesznek:

1+4+en €12 €13
e’l = €921 9/2 = 1+ £929 e’3 = €93 (835)
€31 Eao 1+ess
Ezért a deformécio:
AV
7 = det(l + EI) ™~ €11 + €99 + €33 = TI‘(E) (836)
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Tehat még egyszer megkaptuk ugyanazt az eredményt. Erdemes a kapott képletbe vissza-
irni € definiciéjat:
TI'(&T) = €11 + &9 + E33 = 8181 -+ 8282 -+ 8383 = divs (837)

Azaz térfogatvaltozas az elmozdulasvektor divergencidjaval egyezik meg. Ez viszont pont
megfelel a divergencia szemléletes jelentésének. Tovabba, ha olyan anyagunk van, amely
Osszenyomhatatlan, akkor abban divs azaz az elmozdulasok divergencidja zérus.

8.3. Erohatasok deformalhato testekben

8.4. dbra. Deformalhaté testben haté térfogati és feliileti erdk szemléltetése.

Az el6z6ekben targyalt deforméaciok erék hatdsara jonnek létre. A deformalhaté tes-
tekben fellépo eréhatasok lehetnek térfogati és feliileti erdk. A 8.4 dbra szemlélteti ezeket
az erOhatasokat. Mivel az erék helyrdl helyre véaltozhatnak ezért érdemes ezek stirtisé-
gével szamolni. A térfogati erstrtiséget a f szimbdlummal jeloljiik és az infinitezimalis
dV térfogatra haté erd:

dF = fdV, (8.38)

amibél jol lathaté, hogy a térfogati erdsiirtiség mértékegysége [f] = N/m3. A feliileti erés-
urtség egy infinitezimalis feliiletelem és egy infinitezimalis eré kozott teremt kapcsolatot.
Mivel mindkét mennyiség vektor, ezért a feliileti eréstirtiség egy tenzor lesz, amit o-val
jeloliink. Neve mechanikai fesziiltség tenzor. Elemeinek mértékegysége: [o;;] = N/m?.
A dA feliileten 1étrejovo erohatast a kovetkezoképpen kaphatjuk meg:

dF = odA. (8.39)

Vizsgaljuk meg a mechanikai fesziiltség tenzor elemeinek jelentését! Valasszunk egy
e; normalvektori dA; feliiletet. Az erre hatd erét a kovetkezdképpen szamitjuk ki:

dF 011 012 013 dA, ond4,
dF(dAl) = dFQ = 091 0922 093 0 = O'21dA1 (840)
dFs 031 032 033 0 o51dAy
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dF.

le / dFl sz

= =

X1 X2 X1 X2

8.5. abra. A mechanikai fesziiltség-tenzor elemeinek jelentésének szemléltetése.

A kapott er6komponenseket a 8.5 dbra szemlélteti. Jél lathatd, hogy a o1; a feliilet
normalisanak irdnyaban, mig a masik két komponens a feliilet sikja iranyaban fejt ki
er6hatast. Hasonléan megmutathaté a tobbi komponensre is, hogy o féatlobeli kom-
ponensei (o) a hizdfesziltséget, a tobbi elem (05, @ # j) a nyirdfesziltséget irja le.

Megmutathaté még, hogy a o fesziiltség tenzor szimmetrikus. Valasszunk egy kis
elemi térfogatot, amelyben a koévetkezo fesziiltség-tenzor hat:

0 012 0
o = 021 0 0 (841)
0 0 O

Ekkor a kis kockan a 8.6 dbran lathaté erék hatnak. Jol lathatd, hogy o5 a kocka kat
atellenes lapjan ellentétes iranyd erét hoz létre, amely forgatonyomatékkal hat az elemi
térfogatra. Statikdban nem lehet gyorsuldsa a rendszernek, ezért nem lehet kompenza-
latlan forgatonyomaték az elemi térfogatokon, ezért o9 = 012. Tehat a két tenzorelem
megegyezik, azaz a fesziiltség-tenzor szimmetrikus.

Xo

X3

8.6. abra. A fesziiltség-tenzor elemei hatasara létrejovo forgatonyomaték szemléltetése.
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8.4. Rugalmas kozegek dinamikaja

A rugalmas kozegben fellépd erdk és a deformacié nem fiiggetlenek egyméstol, hiszen
er6k hatasara deformalédik a test és viszont, a deformalddott testben erck, fesziiltségek
1épnek fel. Kis deformacidkra ezt a kapcsolatot linearisan lehet kozeliteni, de sok esetben
nagyobb elmozdulasok esetén is fennmarad a linearis kapcsolat, mint pl. rugd, hiur. Ezt
a linedris kapcsolatot Hooke-torvénynek hivijuk.

Robert Hooke 1660-ban el6szor anagrammaként publikalta a fenti linedris ¢sszefiig-
gést “ceitinosssttuv”, azaz “ut tensio, sic vis”. Jelentése, amekkora megnyulas, akkor
az er6. Most mi ennek egy altalanos valtozatat hasznaljuk, és a teljes hdrom dimenzi-
6s deformaciora alkalmazzuk. Két tenzor a fesziiltség o és a deformécié e kozott kell
kapcsolatot teremteni, ami szintén egy tenzor:

Oij = Zcz‘jklf‘:kla (8.42)

kl

ahol 4, j, k,1e{1,2,3}. A ¢;jx tenzor egy 81 elemil matrix, azonban az elemei nem fiig-
getlenek egymastél. Mind o, mind e szimmetrikus és csak 6 — 6 fiiggetlen elemiik van
ezért ¢, maximum 36 fiiggetlen elemet tartalmazhat. Megmutathatd, a deformdcios
energia valtozatlansagdval, hogy c;ji; is szimmetrikus és legaltaldnosabb esetben is csak
21 fiiggetlen eleme lehet.

Izotrop anyagok esetén, ahol a fizikai tulajdonsagok iranyfiiggetlenek, ezért € és o
egyszerre diagonalizalhato. Ilyenkor csak két fiiggetlen allandé marad a deformacié és
fesziiltség kapcesolatdban, ahol az egyik (bulk modulus) a térfogatvéltozassal, a mésik
(shear modulus) a nyirassal szembeni ellendllast fejezi ki. Ezt nézziik meg részletesen!

Vizsgaljunk meg izotrop anyag esetén a fesziiltség és a deformacié kozti kapcsolatot.
A deformacié fétengely-rendszerében a fesziiltség is diagondlis, mivel az offdiagonalis
elemek szimmetridt sértenének egy izotrop rendszerben. Irjuk fel oy;-et!

011 = Q€11 + b€22 —+ CE33, (843)

ahol a, b, c¢ konstansok c;jp; megfeleld elemei. Az l-es iranybdl nézve a 2-es és 3-as
irany ekvivalens ezért azok hatasa is az. Tehat ¢ = b. Hasonléan a tobbi koordinatara
felirhatjuk, hogy

o11 = agqy + b(eag + €33)
099 = AE99 -+ b(811 -+ 533)
033 = Q€33 + b(c‘fll -+ 522) (844)

Vezessiik be az aldbbi dllanddkat!

\ =
2u=a—"> (8.45)
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Ekkor a (8.44) egyenlet a kovetkezOképpen irhaté
0si = 2p1€; + (e + €22 + €33), (8.46)
ahol i = {1,2,3}. Ugyanez az egyenlet tenzor alakban:
o =2ue + \Tr(e)1l (8.47)

Mivel (8.47) koordinéta fiiggetlen alak és Tr(e) nem fiigg a forgatastdl, ezért az egyenlet
tetszoleges bazisban igaz lesz. Komponensenkét kifrva:

Oij = Qlj'gij + )\TI"(EI)(;W (848)

A A\, pu parost Lamé-dllandoknak nevezziik. Bar a levezetés igy volt egyszeriibb és
a tovabbiakban 8.47 egyenletet fogjuk haszndlni a mindennapokban leggyakrabban nem
a Lamé-allanddékat hasznéljdk. Gyakoribb parok a (K, G), ahol K az 6sszenyomhatiség
(bulk modulus), G a nyirdsi rugalmassigi modulus (shear modulus), illetve a (E,v),
ahol F a Young, vagy rugalmassagi modulus, v a Poisson-tényez6. Kapcsolatukat a 8.1
tablazat tartalmazza.

(A, 1) (K, G) (£,v)
(A 1) (A ) (K - %’ G) <(1+1/§E(11172u)7 2(1€ru)>
(K,G) | (A2 p) (K,G) (3(11_5—2) m—]‘i)>
(E,v) <M(?;A:iu)7 z(ﬁu)> (3%%’ 2??1@33)) (E,v)

8.1. tablazat. Az izotrop Hooke-térvény paraméterei kozotti dsszefiiggés.

A kiilonb6z6 paraméterek meghatarozasa a kovetkezo:

o Osszenyomhatdsdy:

K=-V— 8.49
av (8.49)

Izotrop nyomas hatasara 1étrejott relativ térfogatvaltozas.

e nyirast rugalmassdagi modulus:

F

~ Aarctanf’

(8.50)

ahol az F' nyirder6 az arra merdleges A feliiletre hatva 0 szogdeforméciot hoz 1étre.
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e Rugalmassdgi modulus:

do;
E= , 8.51
dé‘fii ( )
A nyomofesziiltség, illetve a fajlagos 6sszenyomddéas hanyadosa.
e Poisson-tényezo:
df‘:trans
v=— , 8.52
deaxial ( )

Ez azt fejezi ki, hogy a tranzverzalis megnytlas milyen mértékii axialis megnytlas-
sal parosul.

Végiil pedig irjuk fel a Hooke-torvényt (F,v) allandékkal tenzoros alakban!

1
c=—o+ % Tr(o)1 — o], (8.53)
illetve

€11 1 -V -V
£929 -V 1 2 O
€33 . l -V -V 1
2¢e03 | F 2(1+v) 0 0 (8:54)
2e31 O 0 2(1+v) 0
2512 0 0 2(1 + V)

8.5. A kontinuummechanika mozgasegyenlete

A kontinuummechanika célja a kozegekre jellemz6 mozgasegyenletek felirdsa. Termé-
szetesen csak a Newton egyenletekbdl tudunk kiindulni, hiszen ez fogalmazza meg a
mechanika alaptorvényeit, igy a mozgasegyenletet is. Ez azonban tomegpontokra mond
ki torvényeket. Kapcsolatot kell tehat teremteni a pontmechanika és a kontinuumme-
chanika kozott. Ebben a fejezetben megnézziik, hogy mi lesz Newton II-bdl kontinuum
esetén:

dp

—=F .
~ (8.55)

Vizsgaljuk a kozeg egy V térfogati, A feliiletii, m tomegil és p impulzusu tartoma-
nyanak mozgasat! Ezt ugy is lehet tekinteni, hogy a kozeg egy tartomanyat befestjiik
kékre és kovetjiik a kék paca mozgasat (1dsd 8.7 abra).

Két lehetdségiink van a kozegmozgés leirasara:

1. Lagrange-szemlélet: A V' térfogatot, mint tomegpontot tekintjitk és a mozgasat
kovetjiik. Ez az egyiittmozgd, vagy Lagrange-szemlélet.
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8.7. dbra. Aramlé térfogat (kék paca) szemléltetése.

2. Euler-szemlélet: A labor rendszerben rogzitett r pontban figyeljiik a kozeg mozga-
sat az ido fliggvényében. Ez a térelméleti, vagy Euler-szemlélet.

A fenti kék pacds mintdnal maradva, ez olyan, mintha a kék pacaval egytitt Lagrange is
a vizbe széllna és tgy figyelné a kozeg mozgasat, mig Euler a parton egy pontot figyel
(8.8 abra).

Euler

Lagrange

8.8. dbra. Aramlé térfogat (kék paca) szemléltetése.

8.5.1. Lagrange-féle mozgasegyenlet

AV térfogatu rész impulzusa az alabbiak szerint irhato fel:

p:/pvdV (8.56)
v

Ezt felhasznalva irjuk fel a mozgasegyenletet:

d
— [ pvdV = / de+7{ odA (8.57)
dt Jy v A
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Hasznaljuk ki, hogy dm = pdV és vizsgaljuk meg az egyenlet bal oldalan az integrandust:

d d
%(pvdV) = a(vdm) (8.58)
Mivel az egyiittmozgas soran a mozgd kozeg témege nem valtozik, ezért
d dv
—(vdm) = dm— .
o (vdm) m (8.59)
Azaz p p
\%
— dv = — | dV 8.60
i |7 /V (p dt) (8.60)

Most vizsgdljuk meg az (8.57) egyenlet fesziiltséget tartalmazo tagjanak ¢ komponen-

sét!

Definidljuk a koévetkezd vektorokat:
o; = (011,01'2701‘3)7 (8-62)
ahol i€{1,2,3}. Komponensenkként:
(04); = 0ij (8.63)

A o; olyan mint egy vektormezo, amely a fesziiltség-tenzor egy-egy sorat tartalmazza:

011 012 013 (o8]
o = 091 0922 093 = (o)) (864)
031 032 033 g3

Ekkor a (8.61) egyenlet a kovetkezéképpen alakithato:

A j A

Kihasznélva a Gauss-Osztrogradszkij-tételt[3] azt kapjuk, hogy

7{ oidA = / diver,dV — / (diver),dV., (8.66)
A 1% v
ahol dive egy vektormezo divergenciajat jeloli és definicidja:

(dive); = Z 0;0ij (8.67)
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A (8.57) egyenletet tehdt a kovetkezéképpen irhatjuk &t:

d
/ pd—de: / f + divodV (8.68)
1% \%

Mivel ez tetszOleges térfogatra igaz, ezért az integrandusoknak is ki kell elégiteni az

egyenletet, azaz:
dv

Pat
Ez a Lagrange-féle mozgéasegyenlet.

= f + dive (8.69)

8.5.2. Euler-féle mozgasegyenlet

Eloszor is definidljuk a szubsztancidlis derivaltat, amit mar a 8.1.1 fejezetben megemli-
tettiink. Vizsgaljuk egy X (r,t) mennyiség idébeli véltozasat egyiittmozgd rendszerben!

d d d.Tl d(lfg dIg
—X(r,t)= —X —OX + XL+ X2 405X 2 =
dt (I‘, t) di (I‘(t), t) & + 81 dt + 82 dt + 63 di
= 0, X + vgrad(X) (8.70)

Azaz a szubsztancidlis derivélt azt fejezi ki, hogy egy mennyiség megvaltozasa létrejchet
a mennyiség explicit idobeli valtozasaval, illetve aramlas altali megvaltozassal. A kék
paca aramlasara visszatérve, az els6 tag a paca szétteriilését, mig a masodik annak a
kozeggel egyiittmozgasat fejezi ki.

A (8.57) egyenlet bal oldaldn az impulzusstirtiség id6 szerinti derivaltja taldlhato. A
szubsztancialis derivéltat, illetve a Gauss-Osztrogradszkij-tételt kihasznalva felirhatjuk
(8.57) ¢ komponensét:

1% j \%

frjuk fel a tomegmegmaradast a (8.11) kontinuitési egyenlet alapjan:

Oup + Z 8;(pv;) =0 (8.72)

J

Adjuk hozza a (8.71) egyenlet bal oldaldhoz a (8.72) tomegmegmaradas v;-szereség!

/ (pOy; + v;0¢p) AV + /
v v

A parcialis integralasokat ¢sszevonva kapjuk, hogy

/ [&:(pva + 3 0ytpuy)
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AV = / £, + (dive)dV. (8.73)
\%4
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Elhagyva az integréldst, és hasznélva a diadikus szorzat (1.7) definici6jdt, megkapjuk a
mozgasegyenlet Euler-alakban:

O (pv) +div(pv@ v — o) =f. (8.75)

Vegyiik észre, hogy az Euler-féle mozgasegyenlet egy impulzusmérleg egyenlet! Néz-
ziik a (8.11) egyenletet!

Opu .
W + VJw = Sw (876)

o Impulzus siriség: pw = pv;
o Impulzus dramsiiriség: (ju)r = pUiVk — Ok

o Impulzus forrdssiriséqg: s, = f;

Az Euler és Lagrange mozgasegyenletek ugyanazt a folyamatot irjak le mas szem-
sz0gbol és mas koordinatakat hasznalva.
Alakitsuk 4t (8.72) egyenletet!

ap+ Y 0i(pv;) =0
J
atp—i—ZUj@jp—i— Zpajvj =0 (877)
J J
A bal oldal els6 két tagja éppen p szubsztancialis derivaltja. Azaz

d
20+ pdivy =0 (8.78)

Amibol kovetkezik, hogy ha a kozeg Osszenyomhatatlan, p=allandé, azaz %p:O, akkor
olyan az aramlés, hogy
divv = 0. (8.79)

A divergenciamentes vektorterekre lehet gy is gondolni, mint ¢sszenyomhatatlan folya-
dék aramlésara.

8.6. K6zegmozgas

Ahhoz, hogy le tudjuk irni egy kozeg mozgéasat kapcsolatot kell teremteniink a p striiség,
a v sebesség és a o fesziiltség kozott a tér minden pontjaban minden idépillanatban
figyelembe véve a hatarfeltételeket. Ez 6sszesen 14 3 + 6 = 10 ismeretlent jelent. Eddig
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két egyenletet alkottunk meg, a tomeg-megmaradést (8.11), és a Lagrange-, vagy Euler-
mozgasegyenletet, (8.69), illetve (8.75). Mivel a mozgédsegyenletet vektoridlis, ezért ez 4
egyenletet jelent.

A hianyzé egyenlet v és o kozott kell, hogy kapcsolatot teremtsen, amely megmond-
ja, hogy a relativ elmozduldasok milyen fesziiltséget keltenek az anyagban. Ez az, ami
kiilonbséget tesz kiilonbozé anyagok (pl. szildrd deformdlhaté, vagy folyadék) dramldsa
kozott.

8.6.1. Rugalmas kozeg mozgasa

Irjuk le izotrop Hooke-anyag (8.4 fejezet) mozgdsat! A Hooke-térvény (8.47)az elmozdu-
las és a fesziiltség kozott teremt kapcsolatot:

o =2ue + \Tr(e)1 (8.80)

A mozgasegyenletekben dive a fesziiltség divergencidja szerepel, ezért fejezziik ki azt a
s elmozdulasvektorral, hiszen ez utobbibdl lehet szarmaztatni a sebességet!

O'Z] = 2,u€ij + )\TY(E)&M
0ij = pdjs; + 1disA0i; > s, (8.81)
k

ahol kihasznaltuk a deformécié definicidjat (8.21). Most irjuk fel a fesziiltség divergen-
ciajat!

(dive); Z 0;0i;
(dive); MZaa si+110; Z %% +AD ;05 > O (8.82)

d1vs J k
H_/ —— ——
As; 0; divs

Azaz most mar vektoridlis alakban:
dive = pAs + (u + N)grad(divs) (8.83)

Mivel az s(r, t) fiiggvény az eredeti nyugalmi helyzetet irja le, d;s mar eleve az egyiittmozo
sebességet jeloli, mivel a szubsztancidlis derivédlas szerint (8.70)

%Ui = Gtvi + Zj: 'Ujaj’Ui, (884)

———
O(v?)
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mésodik tagja O(v?) nagysdgrendii ezért szilard testekben elhanyagolhaté. Azaz:
dv 0%
dt — ot?

A Lagrange-féle mozgasegyenlet (8.69) deformdalhaté szildrd testek esetén a kovetkezd-
képpen irhaté:

(8.85)

0?s

P or

Most nézziik meg a fenti egyenlet divergencidjat olyan esetben, amikor divf = 0,
kihasznalva a Young-tételt, hogy a parcidlis derivalasok sorrendje felcserélhetd!

= puAs + (1 + A)grad(divs) + f (8.86)

p0;(Vs) = pA(Vs) + (1 + A)V*(Vs)
pO2(Vs) = (A + 2u)A(Vs) (8.87)
A jol ismert hullamegyenlethez jutottunk a deformalhaté divergencidjara. Ez azt je-

lenti, hogy a deformécié divergencidja megvaltozasa terjed tovabb az anyagban, azaz
kompresszios hullamokrol beszélhetiink. A terjedés sebességét is le tudjuk olvasni:

A2
p

(8.88)

Ckompr =

Most nézziik meg a (8.86) egyenlet rotacidjat! Hasznaljuk ki, hogy rotgrad X = 0!
pOZ(V x 8) = pA(V x s) (8.89)

Megint egy hullamegyenletre jutottunk, most azonban az elmozdulés rotacidjara, azaz a
torziéra. A torziés hullamok terjedési sebessége:

ay (8.90)

p

Ctorz =

Azaz a torziés hullamok lassabban haladnak linearis rugalmas koézegben, mint a komp-
resszios hulldmok.

8.6.2. Idealis folyadék aramlasa

Az idedlis folyadékban nincs semmilyen nyiréfesziiltség semmilyen tesztsikon. Emiatt
vizszintes a folyadékok feliilete nyugalomban és ezért vannak csak kompresszios hullé-
mok folyadékban. Tehat a fesziiltségallapot gémbszerii, amit egyetlen paraméterrel, a
nyomassal irhatunk le:

0ij = —Poij
o(r,t) = —p(r,t)1 (8.91)
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Fontos, hogy a nyomas definiciéja pont ellentétes a fesziiltséggel ezért megjelenik egy
minusz eléjel.
Szamoljuk ki a fesziiltség-tenzor divergenciajat!

(diVO’)i = Z @Uij = — Z 6jp(1‘, t)5ij = _aip = _(gradp)i
J J
dive = —gradp (8.92)

[rjuk fel az ideslis folyadék Euler-egyenletét (8.75):

P <(9tvi + Z UjajUz') =—0ip+ fi
J

1
Ov + (vgrad)v = - (gradp + f) (8.93)

8.6.3. Newtoni-folyadék aramlasa

A redlis folyadékokban valoban nincs nyiréfesziiltség, de csak nyugalomban, amikor dram-
lik, akkor fellép surlodas. Itt azt az esetet vizsgaljuk, amikor a dinamikus fesziiltség
aranyos a nyirdsi rataval. Tehat a fesziiltséget felbontjuk egy statikus és egy dinamikus
részre:

oc=-pl+ o (8.94)

statikus dinamikus

A Newtoni-folyadék definicidja, hogy a o’(¢) fiiggvény linedris. Ha az anyag izotrop is,
akkor a Hooke-torvény (8.4 fejezet) levezetésével teljesen analég médon megkaphatjuk,

hogy
o' =2u'e + NTr(é)1, (8.95)

ahol .
éij = §(aj'lli + @vj) (896)

Lattuk rugalmas esetnél az (8.83) egyenletben, hogy
dive = puAs + (u + A)grad(divs) (8.97)
Most a dinamikus részre azt kapjuk, hogy:
dive’ = p'Av + (i + X)grad(divv) (8.98)

Legyen
n=u (8.99)



a dinamikai viszkozitds. Az egészet beirva az (8.75) Euler-féle mozgésegyenletbe kihasz-
nédlva, hogy a statikus tagnak mar ismerjiik az egyenletét (8.93):

plowv + (verad)v] = —gradp + £ + nAv + (n + N)grad(divv) (8.100)

Ez a Navier-Stokes-egyenlet!
Erdemes még felirni az 6sszenyomhatatlan folyadékra (divv = 0) is a Navier-Stokes-
egyenletet:

p 0w + (vgrad)v] = —gradp + £ + nAv
1
Ov + (vgrad)v = ;(gradp +f) + vAv, (8.101)

ahol v = n/p a kinematikai viszkozités.

A Navier-Stokes-egyenlet a hidrodinamika alapegyenlete a vilag egyik leggyakrabban
és legtobb pénzt felemésztoen megoldott egyenlete. Mivel nemlinearis, ezért nagyon ne-
hezen kezelhetd, bonyolult geometriakban, 3 dimenziéban nagy erds szamitaskapacitast
igényel. Az alabbiakban néhany egyszerii esetben megoldjuk tsszenyomhatatlan folya-
dékra a Navier-Stokes-egyenletet.

8.1. Feladat Plandris Couette dramlés

h v(y)
T B

8.9. abra. Planaris Couette aramlas. A két y normalisu sik lap kozott folyadék aramlik.
A fels6 lap U nagységu z iranyu sebességgel mozog, az alsé all.

A 8.9 dbrdn lathato elrendezésben a folyadék két y normdlisi sik lap kozott dram-
lik. A felsé lap U nagysdgi x irdnyi sebességgel mozog, az alsé dll. Mivel a rendszer
stacionarius, ezért O,v = 0. Nincs kiilsé eré £ = 0, nincs nyomdsgradiens Vp = 0. A
hatdrfeltételek miatt A sebességnek csak x irdnyi komponense lehet v = (v,,0,0). Mivel
a rendszer x €s z iranyokban eltolds szimmetrikus ezért a sebesséq csak azy koordindtatol
figghet v, (y). Tehdt a (8.101) egyenlet x komponense a kévetkezéképpen alakul

0%v,
Zj: 00Uy = v i (8.102)
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A bal oldal zérus, hiszen a derivdlds csak j =y esetén ad nem nulla tagod, mig v; j = x
esetén. Azaz

0%v,
=0 8.103
ayQ Y ( )
amibol
v, =Ay+ B (8.104)
Ezt kell illeszteni a hatdrfeltételekhez, amibdl
voly) = U%. (8.105)
Azaz eqy linedris sebességprofilt kaptunk.
8.2. Feladat Planaris Poiseuille aramlas
y
n h v(y) Py
—_— X

L

8.10. abra. Planaris Poiseuille aramlas. A két y normalistu allé L hosszu sik lap kozott
folyadék aramlik Ap = pouw — pin Nyomaés hatdsara.

Vizsgdljuk meg miként dramlik eqy dsszenyomhatatlan folyadék két dallo siklap kozott
nyomds hatdsdra. A nyomdsvdltozds a L hossziusdgiu rendszerben Ap = pous — Pin. Ekkor
Vp = (Ap/L,0,0). A mozgds stacionarius O,v = 0. Hasonldan az eléz6 feladathoz a
sebességnek csak x komponense van, amely csak az y koordindtdtdl figg, tehdt v,(y)-t
keressiik. Ugyanazon okok miatt a (vgrad)v tag is eltinik. Tehdt a (8.101) egyenlet a
kovetkezore redukalodik:

v,  Ap
— =0 8.106
Yo T I, (8.106)
Ennek az dltalanos megolddsa:
Ap

U (y) = ——y" "+ Ay + B 8.107
)= =5 (8.107)

Tudjuk, hogy v.(y) a falakndl zérus értéket vesz fel, tehdt:

Ap

Ue(y) = —ylh—y 8.108
)= 5Ll —) (5.108

Azaz eqy parabolikus sebességprofilt kaptunk.
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