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1. Fermat-elv miikédésének demonstraciodja: torési térvény igazolasa

Tudjuk, hogy homogén kozegben egyenes vonal mentén terjed a fény, ezért csak ilyen
lehetséges palyakat vizsgalunk. Q-val azt a pontot jel6ljik, ahol a fénysugar valéjdban metszi
a feliiletet. A feladat az, hogy sik feliileten megtéré sikhulldm esetén taldljuk meg azta 6 — 6’
parost, ahol az optikai Ut hossza elsé rendben stacionarius. A beesé sikhulldmot reprezentald
fénysugarat a P pontbdl inditjuk, a P' pont felé.
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Trigonometriai 6sszefliggések alapjan:
X x' —x
sin(f) = ——— és sin(0') = (4)
Vx2 + 22 \/(x’ —x)2+ 2"
Ezeket beirva (3)-ba:
n-sin(@) =n' -sin(0’). (5
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2. Fermat-elv alkalmazasa: leképezés ellipszoidtiikorrel

Az ellipszoid tlikorrél kozismert, hogy az egyik fokuszdban (P) Iévé pontforrast geometriai
optikai értelemben tokéletesen leképezi a masik fékuszaba (P'). A Fermat-elv segitségével
igazoljuk ezt az allitast az x-szimmetriatengelyt6l azonos tavolsagban elhelyezked6 P és P'
pontok esetén.

P'(h, 0) z
n
a
A Fermat-elv értelmében az OPL egyenl6 minden PQP' Ut mentén:
OPL(PQP") = ny/(z +h)2 + x2 + ny/(h — 2)2 + x2, (6)

ahol legyen n = 1. Mivel minden ut egyenl6, OPL értékét konnyen meghatdrozhatjuk a z-
tengely mentén haladd fényterjedéssel:

OPL = n((a +h)+ (a— h)) = n2a, (7)
Vagyis (6)-bdl ez lesz (n kiesik):

JEz+h?2+x2+/(h—2)?+x2 = 2a, (8)

(8)-at atrendezve és négyzetreemelve:
(h—2)2+x% = 4a® — 4a/(z + )2 + 22 + ((z + h)? + x?), (9)
a? + hz = a\[(z + h)? + x2, (10)
a* + 2a’hz + h?z? = a®(z + h)? + a®x?, (11)
a* + 2a’hz + h?z? = a®z* + 2a’hz + a*h? + a®x?, (12)
a* + h?z% = a%z? + a’h? + a®x?, (13)

ZZZ

a’ + = z% + h? + x?, (14)

Atrendezve és csoportositva a tagokat:
a? — h?

a? — h2 = 22 .
a

+x2, (15)

Ebbdl mar latszik, hogy egy ellipszis egyenletét kaptuk. Ekkor viszont az a, b és h mennyiségek
nem flggetlenek. Az x-tengelyen lév6 Q pont esetén x = b:

OPL = n2yh% + b2 =n2a — b*=a?—h? (16)
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(16) alapjan valdban egy ellipszis egyenletét kapjuk:

bZ
b? = z2§+x2, (17)
z2  x?

3. Fermat-elv alkalmazasa: leképezés paraboloidtiikérrel

A parabolatikor geometriai optikai értelemben tokéletesen képezi le az optikai tengelyén
végtelen tdvolsagban lévs pontforrdst a fékuszpontjdba és viszont. A Fermat-elv segitségével
ellenérizzik ezt az allitast. Legyen a targypont a fékuszban (P). Mivel végtelen tavoli képpontig
kényelmetlen fénysugarat elvezetni, ezért bontsuk ketté az OPL szamolast. Vegylk fel a
képpont felé tartd egyik olyan hullamfrontot, amely a tikor koézelében van. A képpont
végtelen tavol helyezkedik el, tehat e hulldmfront sik fellilet. EttSl a siktdl (P') a képpontig mért
Osszes fénysugar esetén egyforma az optikai Uthossz, tehat az OPL szdmoldsban ez egy
konstans tagot jelent, amitdl eltekinthetliink. Elegendd tehat csak a targyponttdl a sik
hulldmfrontig vizsgdlni az optikai Uthosszat a PQP' pdlya mentén. Mivel a képpont a
végtelenben van, a QP' szakasz parhuzamos a z-tengellyel (optikai tengely).

X

hulldmfront

OPL(PQP") =ny(z—f)? + x2 + n(z' — z), (19)

Az egyszer(iség kedvéért legyen z' = f és n = 1. Ekkor

OPL=+(z—-f)?+x*>+(f —2), (20)

Ha a z-tengely mentén vizsgaljuk a fénysugarat:
OPL = 2f. (21)

Mivel minden optikai Uthossz egyforma:
(z-fP+x*+(f—2) =2f, (22)
(z=)?+x*=(f+2)% (23)
z2 = 2zf + f2+x* = f2 +2fz + z2, (24)
x% = 4fz, (25)
X2

zZ = ﬁ (26)
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4. Gombtiikor paraxialis kozelitésben - kiegészité gondolat

A parabolatikor alapjan konnyen megérthets, miért fékuszalnak a gombtikrok, bar
geometriai optikailag tokéletes leképezést csak paraxidlis kozelitésben képesek produkalni (Id.
kés6bb). Vizsgaljuk meg tehat egy gombtikor fokusztavolsagat paraxidlis kozelitésben (azaz
kdzel az optikai tengelyhez). Az origén athaladd, R sugaru és z, = +R kozéppontu gomb
fellilete az x-z sikban:

x? + (z—R)? = R?. (27)
Paraxialis kozelitésben, azaz ha x < R:

z=R+JRZ—x2=R-R 1—(%)2zR—R<1—%(%)2), (28)

Ahol Taylor-soros kozelitést alkalmaztunk. R el6jele definicid szerint akkor pozitiv, amikor a
kozéppontja pozitiv irdnyban van eltolva a z-tengely mentén. Azaz:
2

X
TR (29)
Ezt 6sszevetve (26)-al megkapjuk a gdmb érintéparabolajanak fékusztavolsagat:
R
f=5. (30)

5. Fermat-elv alkalmazasa: leképezés ellipszoidlencsével

A Fermat-elv segitségével hatarozzuk meg, hogy milyen alakd hengerszimmetrikus
lencsefeliilet képezi le a tengelyén |év(, végtelen tavoli tdrgypontot geometriai optikailag
tokéletesen a P' fékuszpontba. Az OPL szamitast itt is a targypont egyik sik hulldmfrontjatol
végezzik (P), amely legyen a z = 0 pozicidban. A PQ szakasz most is parhuzamos a z-tengellyel
(optikai tengely).

X

P(0, x)

Vizsgdljuk meg az optikai Uthosszat az x-y sikban elhelyezked§ sik hulldmfronthoz képes:

OPL(PQP") = z+ nyx? + (f — 2)>. (31)

Az optikai tengelyen:
OPL(PQP") = nf. (32)
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A Fermat-elv alapjan minden PQP' optikai uthossz egyenld:
zZ+ nm = nf,
n?(x*+ (f - 2)%) = (nf — 2)%,
n?x? +n?f? —n?2fz +n?z* =n?f? — 2nfz + z%,

Balra rendezve minden x-et, jobbra mindent z-t tartalmazé tagot:

n?x? = (1 —n?)z% + 2nfz(n — 1),

n?x? = (1 —n?)z? — 2nfz(1 — n).
A jobb oldalt teljes négyzetté alakitva:

1 —n? 1—n2 '’

wxt = (=) (2 -2 ">>2 _nf20 -y

n2x2=(1—n2)(z— nf) _nzfz(l—n)

)

1+n 1+n
n2x2 _( nf )2 nzfz
1-nz " " 1+n (1+n)?’

Balra rendezve minden x, z-t tartalmazd tagot, jobbra a konstanst:

n?x? ( nf )2 _ n?f?
-1 " 1+n (14 n)?’
Mindkét oldalt elosztva a jobb oldallal egy ellipszis egyenletét kapjuk:

2
nf
e S R
=1 &
n—lf2 n?f? a? b?
n+1 (1+n)?

Ebbdl az ellipszis nagy féltengelye (a):
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6. Huvgens-elv alkalmazdasa: fénvtorés és tiikrozés torvénvei - kiegészités

T

® P \\\ [ )
N 0 \\\
’\\ ! Pl ’l~\
\\' PO
v v'
t=0 t=At t=2At t=3At

v/ <v; AP, =v-3At ; P,B=v'-3At; P,C =v-3At (44)

. AP; PB P,C
sin(f) = —= ; sin(f') =— ; sin(#") = — (45)

PoPs PoP; PoPs
sin(6) 1 sin(0") 1 sin(6") 1 16
v-3At  p,p,  V'*3At P,  V-3At PP (46)

sin(0) sin(6’
sin(0) = sin(6") ; ( )= (, ) (47)
v v
Ha bevezetjuk az n = ¢/v és n' = ¢/v' torésmutatokat:

6=6"; n-sin(f) =n'-sin(8"). (48)
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