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1. BEVEZETO, FENYMODELLEK

Forrasok: [1], [2], [3], [4] + wikipedia
Mivel foglalkozik az optika?

e Fény terjedésével (elektromagneses, EM, hulldmok A: 104..10° m, azaz 100 um .. 1 nm)
e Fény-anyag kozo6tti kolcsonhatasokkal (pl. nemlinearis optika)
e Fény keletkezésével, elnyelédésével (pl. kvantumoptika)

1.1. Tudomanytérténet, fénymodellek, technikai fejlodés

Assziria i.e. 1000 tukrok, gyujtolencsék (pl. Nimrud-lencse? — csiszolt kristaly)
Euklidész i.e.280 ,Optika” fény = latas (sugarak a szembdl erednek, egyenes vonalban terjednek

és a targyakkal kdlcsénhatasban vannak, egy pontba csak egy sugar megy a
szembdl) ¢ = o ; tlikrozési torvény

Héron (Alexandria) 1.sz. ,Catoptrics” egyik pontbdl a masikba a legrovidebb uton terjednek;
visszaver8dés (megszerkesztette, igazolta a legrovidebb ut alapjan)

Ptolemaiosz 2.s2. térési torvény (kisérleti dton) 8'=a-6 — b-82 <« kis sz6ghen OK!
Sziddn (Fénicia) 2.s2. szintelen liveg (mangan hasznalata szintelenitésre)
Alhazen (Bagdad) 11.sz Abu Ali al-Hasan ibn al-Haitham; fény: fényforrasbdl ered a szem csak

,detektor”; szem modell: camera obscura elve alapjan; részecske modell
(torés/tukrozés felileti er6hatasok kovetkezménye); véges és slirliségfiiggs

sebesség
Velence 13.sz.  viztiszta Gveg, 6nfoncsoros tikor
Roger Bacon 13. sz. nagyito lencse, utana: szemiveg Olaszorszédgban (Firenze, 1280)
Hans és Zacharias Janssen 1600 mikroszkép
Leonard Digges, 1608 tavesd (Anglia, Hollandia),
Hans Lipperhey Galileo Galilei tudomanyos megfigyelései kb. 1609-t6|
Johannes Kepler 1609 ,Dioptrice”, sajat kozelités a torési torvényre, totalreflexid, fokusz definicid

1611 Kepler-tdvcsé
Cristoph Scheiner 1619 a szem anatémiaja, a kép a retinan keletkezik

René Descartes 1637 »,La Dioptrique”; elasztikus kodzeg - éter, benne mintha teniszlabdak
mechanikus mozgést végeznének; hibas toréshipotézis: sebesség parh. komp.
megmarad: v'-sin@’ = v-sin@ (az impulzus ekkor még nem ismert fogalom);
fénysebesség anyagfliggd

(t6le fuggetlendl Willebrod Snell is megtalalta 1621-ben), Descartes-feliiletek,
szem mUikodése, szivarvany magyarazat, c = ©

Francesco Maria Grimaldi 1650 Hdiffrakcio” megfigyelése arnyék szélén (az elnevezés is téle ered), a fényt
folyadék hullamzasahoz hasonlitja (éter hullamzasai)

Pierre de Fermat 1657 a természet a legkonnyebbet valasztja: legrovidebb idé elve, ,optikai
ellendllds” — véges sebesség, torési torvény Ujabb levezetése — eszerint a
fény Givegben lassabban terjed mint leveg&ben

Robert Hooke 1665 »Micrographia”, irizélas megfigyelése (szines mintak szintelen anyagokon: toll,
kagylohéj); téle fuggetleniil Robert Boyle is felfedezte; Hooke a fényt rezgésnek
tételezte fel (1666 — Newton szinbontdsa és Gsszegzése)

Isaac Newton 1672 tlkros taveso

Olaf Rgmer 1675 fénysebesség mérése 24% pontossaggal Jupiter holdak alapjan (tulajdonképpen
a Doppler-effektust hasznalta, mert a Fold sebessége miatt folytonosan ng vagy
csokken a Jupiter-Fold tavolsag)

1728-ban James Bradley tavcsoves méréssel igazolta — ,,aberracié”
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éter (finom, rugalmas anyag), benne mint elasztikus hullam (inkdbb
impulzusnak gondolta, mert hulldmhossz szerinti periodicitasrol nemirt) terjed
a fény (el6bb publikalta mint Newton, mégis tobb mint 100 év mulva hitték
ell), egymast 16kdosé golydceskak, elemi gombhulldmok — 6sszhangban van
Fermat-elvével

,»Opticks”; 100 évre bebetonozta a részecskemodellt, szin: részecske mérete;
fehér fény = szinek 6sszege (,,spektrum” elnevezés téle ered); Newton-gy(irlik

akromatikus dublet (fokusztavolsag hullamhossz-fliiggésének korrigalasara)

interferencia kisérlet és magyardzat (utkiilonbség szamit) — térbeli
koherencia; a fény periodikus hulldm; a szinnek kdze van a hulldmhosszhoz
(vékonyrétegek szinének magyardzata); szemlencse akkommodacidja,
szinlatas alapjai

,polarizacié” (Bartholonius 1669-ben kimutatta kalcittal a kettdstorést, amit
Huygens és Newton is vizsgalt kordabban); megallapitotta, hogy a reflektalt és
szort fény is polarizalt; a kifejezés téle szarmazik

spektroszkop feltaldldsa; a Nap szinképében lévé spektrumvonalak felfedezése
és leirdsa (William Hyde Wollaston is felfedezte 1804-ben)

transzverzalitas (Dominque Frangois Arago polarizalt fénnyel végzett kisérletei
nyoman), linearis polarizacio

diffrakcidés kisérletek — fény hullamelméletének matematikai leirasa;
transzverzalitds miatt az éter nem lehet folyékony csak szilard; diszperzid
magyardzata az anyag részecskeszerkezete alapjan; kristélyoptika

fémlemezre torténd fotdzas

nagy fényerejl portréobjektiv (képmezéhajlas csokkentése)

mozgo fényforras (csillag) szinének megvaltozasa (Doppler-effektus)
fénysebesség mérése vizben, levegében (vizben lassabb): részecskeelm. @

a fényt a mozgd anyag részben magdval ragadja (Fresnel feltételezése
nyoman), folyd vizzel demonstralta — specialis relativitas elmélet

az EM hulldm sebességének megmérése = fénysebesség

prizmas spektroszkép, a Nap spektrumvonalainak magyarazata: abszorpcid,
emisszio — spektrumanalizis (majd kvantummechanika)

interferogram lathatésaganak vizsgalata (— id6beli koherencia)
elektromagneses hulldmelmélet (Michael Faraday nyomany)
mikod&képes izzélampa (elsé demonstracié: 1802, Humphry Davy)
optikai Uveggyartds beinditasa

interferométeres kisérlet — nincs abszolut éter? ; c’=c+v?

a fény elektroméagneses hullam — kisérleti bizonyiték (alléhullamu kisérletek
EM radidhulldmmal @ 55 MHz — sebesség, polarizacio)

savas esG és napfény hatdsara szennyez6dott lencsén ZnO vékonyréteget
fedezett fel, ami némileg csdkkentette a reflexiot

feketetest sugdrzas, EM tér kvantalt: AE = h-v

kettdscsillagok vizsgdlata — ¢ fliggetlen a fényforrds sebességétél — <«
Newton mechanika (specialis relativitdselmélet aldtamasztasa)

fotoelektromos hatas; részecske modell (foton); specialis relativitds-elmélet —
mozgo testek és fény kdlcsonhatasa

indukalt emisszid
hologram elve

lézer

1. tablazat. Az optika elméleti és technoldgiai terileteinek rovid torténete.
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1.2. Fermat-elv (a,legrovidebb id6” elve)

Héron mdr az i.sz. |. szdzadban megfogalmazta a tiikr6z6dés torvényeit. Az 6 elképzelése az
volt, hogy a fény visszaver6déskor azon az uton terjed, amelyik geometriailag a legrévidebb.
A kllonb6z6 terjedési sebességek miatt ez a megfontoldas torékdzegekre viszont nem
haszndlhatd. A XVII. szdzadban Fermat-nak sikerilt az altalanositast megtennie. A Fermat-elv
eredeti megfogalmazdsban: a fény két pont kdzott azon az utvonalon terjed, amelyiket a
legrévidebb idé alatt tudja megtenni. Ez nem térvény, hanem hasznos eszkoz a fény utjanak
szamolasara, szemléltetésére. Mivel a terjedési ut fogalma altaldnos fénynyaldb (tehat nem
pl. gdbmb- vagy sikhullam) esetén csak geometriai optikai kornyezetben értelmezhetd, a
Fermat-elv is csupdn geometriai optikai kozelitésben hasznalhaté.

Fermat feltételezte, hogy a sirlbb kozegek jobban akadalyozzak a fény terjedését mint a
ritkdbbak, és az anyagok e tulajdonsdganak jellemzésére bevezette az ,optikai ellenallas”
fogalmat. Az ennek megfelel§ korszerl terminolégia a térésmutatd (n):

n&-—, (D

ahol c a vdkuumban és ,v” az adott kozegben mért fénysebesség egy sikhulldm esetén. Ennek
nagysdga miatt az optikai mlszerekre jellemzé tdvolsagokat a fény igen rovid idé alatt teszi
meg, igy a Fermat altal bevezetett ,legrévidebb idé” gyakorlati alkalmazdsa nem praktikus.
Mivel az eltelt id6 ardanyos a megtett uttal (differencidlisan), vizsgalhatjuk az id6 helyett az utat
is. Csakhogy a fény kiilonb6z6 térésmutatédju kdzegekben eltéré tavolsagot tesz meg azonos
id6 alatt. A targyalds az optikai uthossz (optical path length, OPL) bevezetésével
egyszer(sithet§ le:

P’ p’
dl
At=jdt;0PLéc-At=cht;v=a
P P
p’ p’
ae=2 opr=[-S dl—f (r) dl 2
v’ ) ov(r) nr @
P P

Az optikai Uthossz aranyos a fény P pontbdl P'-be jutdsanak idejével: definicid szerint ez az a
tdvolsag, amit a fény vdkuumban ugyanannyi id6 alatt tesz meg, mint ami alatt P-bél P'-be
eljut. A Fermat-elv ebben a megfogalmazasban: a fény két pont kdz6tt azon a palyan terjed,
amely mentén legkisebb az optikai Uthossz. Ez egy specidlis megfogalmazas, ami un. reguldris
tartomanyokban érvényes, melyekben nincsenek egymast keresztez6 fénysugarak.

At(g) < At(gy)

1. dbra. A Fermat-elv magyarazata a palyagorbe varialdsaval.



Teljesen dltalanos, azaz a fényterjedés geometriai torvényeivel (a fénysugarak palyait leird
differencidlegyenletekkel) pontosabb 6sszhangot mutaté modern megfogalmazas szerint: a
fény két pont kdzott olyan Uton terjed (g), amelyet ha kis mértékben megvaltoztatunk egy, a
palyagorbére jellemz6 & paraméter fliggvényében, akkor az uj palyan (gy) mért OPL els6
rendben nem kiilonbozik az eredetitél (esetleg csak masod- vagy magasabb rendd valtozdsok
lépnek fel). Matematikailag megfogalmazva a valddi terjedési ut € fliggvényében elsérendben
stacionarius:
dOPL 0 3)
dE §=%o

Azaz a valosagos palya lehet:  minimalis idejl

maximalis idejd

inflexiéval rendelkez6

azonos idejd minden kérnyezd utvonallal.

A Fermat-elv segitségével pontosan le lehetett irni a fénytorés, tikrozés torvényeit, a tikrok
és lencsék fokuszald hatdsanak jellemzGit stb. Tovabbi jelentésége abban all, hogy ez adta az
elsé 16kést a varidciészamitds kialakuldasanak.

1.3. Huygens-elv

A hulldmfront minden pontja Uj elemi gombhulldmok kiinduldpontja. Az Gj hulldamfront dgy
hatarozhatd meg, hogy megszerkesztjik az elemi hulldamok burkoldéfeliletét.

Példa: sikhulldam terjedése aperturan keresztil

E J LE EE T

Gt ais

2. abra. A Huygens-elv szemléltetése. W - hullamfront t id6pontban, W' - 4j hulldmfront
t + At id6pontban. https://en.wikipedia.org/wiki/Huygens%E2%80%93Fresnel principle

Feltételezés: a hatrafelé haladd hulldmok burkoléjat nem kell figyelembe venni (ezt
egyszer(ien kimondja az elv, mivel csak igy magyarazhatd, hogy nem terjed a hullam visszafelé
is.) W'-n megismételve az el6z6 szerkesztést, Ujabb W" burkold hatarozhaté meg. Itt van a
hulldmfront a t+2At id6pontban.


https://en.wikipedia.org/wiki/Huygens%E2%80%93Fresnel_principle

1.4. Young-féle kétréses Kisérlet

Bright
Bright
>> Bright (center>
Bright
Bright
Winclow Aperture UObservation
shade screen screen

3. abra. A Young-féle kétréses kisérlet vazlata.

Azokban a pozicidkban, ahol a hulldmok azonos faziban vannak intenzitds-maximumokat
tapasztalunk (ha az uthosszkilonbség A egész szamu tobbszordse), emiatt fényes vonalak
alakulnak ki a térben. Young tovdbba megadta a szines vékonyrétegek (pl. szappanbuborék,
olajfolt vizen) m(ikodésének fizikai magyardzatat, és Newton vékony lemezeken végzett
interferencia kisérletei alapjan meghatarozta A értékét kiilonbo6zé szinli fényekre.

Huygens-burkold gorbéje nem magyardzta a diffrakciot és interferenciat.

Young + Fresnel: interferencia magyardzata hulldmelmélettel.

1.5. Huygens-Fresnel elv

A hulldamfront minden pontja Uj elemi hulldmok kiindulépontja. A fényjel (zavar) értékét a tér
egy tetsz6leges pontjaban ugy kapjuk meg, hogy szuperponaljuk az elemi hullamokat (kés6bb
a diffrakciéelméletben ennek pontosabb matematikai leirasat is megadjuk).

/i

4. abra. Diffrakcio kdvetkeztében a fény bejut az arnyékzéndba is (forras: wikipedia).
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2. AFENY ELEKTRODINAMIKAI MODELLEZESE

2.1. Izotrop, linearis kozegek elektrodinamikai leirasa

Maxwell az elektromos térerésség (E) és a mdgneses indukcid (B) torvényszer(iségeit
osszefoglalé hires egyenleteit Un. mikroszkopikus formaban fogalmazta meg. Ezek
megoldasahoz minden, az adott rendszerben jelenlévé dramot és toltés figyelembe kell venni,
legyenek akdar atomi szintliek is. Az optikaban a mikroszkdpikus toltések-aramok azért
fontosak, mert ezek hatdrozzak meg a fény-anyag kolcsonhatdsok jellemzéit. Azonban a
mikroszkopikus leirasmdd megoldhatatlan 6sszetettségl egyenletrendszert eredményez, igy
mas megkozelitésre van szikség.

Optikai frekvencidkon (v = 10 Hz) az EM sugarzas hullamhossza (A = 100-1000 nm)
nagysagrendekkel nagyobb az atomi méreteknél (rdcsperiddus = 0,1 nm). Ez azt jelenti, hogy
az egyes atomok elektronburkaban jelen |év6é mikroszképikus aramok és toltések hatasat sok
atomra kiterjed6 tartomanyokra kidtlagolhatjuk, hiszen még ezen tartomdanyok is joval
kisebbek mint a fény hulldmhossza.

A mikroszkopikus toltések és dramok kidtlagolasanak magyardzata a kdvetkezS. Az atomok
elektromos térben polarizalédnak, és az elemi dipdlusok 0sszességét a P dipdlmomentum-
slrliséggel (polarizaciéval) vehetjik figyelembe. Hasonldan, a magneses tér rendezi az atomi
szinten fellépé koraramok dltal kivaltott elemi madgneseket (pdlyamomentum), amit
Osszességében az M magneses dipdlmomentum slirliség (magnesezettség) foglal magaban. A
mikroszkopikus dramok/t6ltések az atlagolasi tartomany belsejében kioltjak egymast, emiatt
makroszkopikusan csak a vizsgalt tartomany fellletén |évé toltések/aramok hatdsat
érzékeljuk. A fentieket szemlélteti az 5. dbra:

eeee /(D
CC

CACICIS;
v + o+ o+

5. abra. A polarizacié és magnesezettség szemléltetése (forras: wikipédia).

X m

P és M felhaszndlasaval vezettiik be elektrodinamikaban az alabbi Uj térjellemzdéket:

P2 eoXeE;DésoE+P;HéE—M, 4)
Ho
amelyekkel felirhaték az un. makroszkopikus Maxwell-egyenletek anyagban (D a dielektromos
eltolds és H a mdgneses térerésség). Ezekben p és j mar csak a szabad toltések és aramok
slrlségét tartalmazza, Id. (5).

Megjegyzendd, hogy az atomok pdlyamomentumdnak olyan nagy a tehetetlensége, hogy
optikai frekvencidkon szinte nincs magneses kolcsonhatas az elektromdagneses (EM) tér és az
atomok kozott. Emiatt majdnem mindig igaz hogy u, = 1. Ez az oka annak is, hogy az EM
hullamok targyalasakor altalaban csak E-re irjuk fol az egyenleteket.
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[ tH= oD + i)
- TotH =—=+]
11 tE = 0B
- TotE=——- >
[II. divB =0
IV.divD=p J ()

B = pouryH = pH

D =gy, E =¢E

j=o0E
Kitekintések: P és E ill. M és H Osszefliggését altalaban linedris kozelitésben targyaljdk, de
altalanos esetben (pl. nagy térerGsségek esetén vagy specidlis kristalyokban) a polarizacio és
magnesezettség fliggenek az elektromos ill. magneses térerésségtél. Inhomogén kozegben
pedig &, ur és a bel6lik szarmaztatott n torésmutatd helyfliggéek! Az utolsoé egyenlet a szabad
toltések okozta aram és az elektromos térerésség viszonyat kifejezé un. differencidlis Ohm-
torvény. Az ebben szerepl6 o vezet6képesség D-hez és H-hoz hasonldan makroszkopikus
anyagjellemzé. A kifejezést klasszikus fizikai kozelitésben a Drude-modellel lehet értelmezni
(itt nem targyaljuk, Id. szilardtestfizika), amely a vezet8 anyagok fizikai tulajdonsagait szabad
toltéshordozok (elektrongaz, plazma), valamint helyhez kotott iontorzsek kélcsonhatasabdl
szarmaztatja. Az egyenlet ebben a formdaban csak az elektrongdz plazmafrekvenciajanal joval
kisebb frekvenciakon igaz (w << wy). Fémeknél a plazmafrekvenciahoz tartozé hulldmhossz Ap
= 70-80 nm koril (mélyen az UV tartomdanyban) van, tehat lathaté sugarzdsra a kozelités
hasznalhatd. A plazmafrekvencia koriil j és E fazisban eltolddhat egymashoz képest, valamint
az anyagjellemz6k erés frekvenciafiiggést mutatnak. (Plazmafrekvencidn € = 0.)

2.2. EM hullamterjedés dielektrikumokban

Feltevések: 0 = 0, p = 0 (azaz nincsenek szabad toltések, és az anyag nem vezeti az dramot).
Ezekbdl levezethet az aldbbi hulldmegyenlet (forrasmentes differencidlegyenletek):
VZE—suaz—E=0 ; VZB—E,uaZ—B=O ;c= !
ot ot? Jeoko
ahol bevezettiik a V szimbélummal jel6lt a nabla-operatort (X, , Z az egységvektorok):
d d d d 0 d 0 d o0
éaf+@y+£2 ; vzzaa+@£+£a—z, (7)
és V2 a Laplace-poerator. A részletes levezetést a 2.3 alfejezetben targyaljuk. A (6) egyenletek

legegyszerlbb megolddsa az w korfrekvencidju (monokromatikus) sikhulldm, melynek alakja
komplex jel6lésméddal a kovetkez:

E(r, t) = EO . ei(wt_kr"'(pl)
E(l‘, t) — BO . ei(wt—kr+qo2)

; n? = g1, (Maxwell-relacié) (6)

(8)
Eo és Bo vektoramplituddk itt valds értéklek, azaz a hulldmot linedrisan polarizaltnak tekintjik.

A polarizacio altalanos kezelését a 13. fejezetben fogjuk megvizsgalni. A k hullamszamvektor
nagysaga a kovetkez6 alakokban irhat6 fel (diszperzids relacid):
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21 2m 2m W W

|k|—7—n/1—0—nc.—T—n?—; (9)
A sikhulldmok terjedését leiréd (8) egyenleteknél fontos megfigyelni a tér és idéfliggést
jellemz6 exponens (azaz a fazis) el6jelét. Fizikai megkozelitésben a fény a terjedés iranyaba
haladva egyre régebbi id6pillanatok fazisat hordozza (késik); ezt nevezik negativ fdzisu
hullamterjedésnek (mivel Kr negativ). A gyakran alkalmazott masik leirasmddnal (mi is fogjuk
haszndlni) az egyenletek komplex konjugaltjat veszik, hogy a térbeli terjedés eldjele pozitiv
legyen. Ez az un. pozitiv fdzisterjedési mddszer. Az éppen alkalmazott jel6lésrendszer
tudatositdsa fontos, mert komplex anyagjellemz6k esetén komolyan befolyasolja az
eredményeket.

A fenti prébafliggvényeket visszahelyettesitve a Il. Maxwell-egyenletbe a kovetkez6t kapjuk:

k X E
w

B =

= BO . ei(wt—kr+(p2) — E X EO . ei(wt—kr+<p1) (10)
w )

ami egyszer(sités utan a fazisok egyenl&sége miatt csak akkor teljestlhet, ha ¢1 = ¢. Tehat az
EM sikhullam tényleg transzverzalis (mivel B L E 1 k), és E valamint B egymassal fazisban
rezegnek. Lentebb bemutatjuk, hogy abszorbens kézegben k komplex, vagyis ekkor ¢1 # ¢,.

2.3. Hullamterjedés véges vezetoképességii anyagban

Altaldnos esetben a D és az E vektorok (valamint E és B) fazisban elcstszhatnak egymashoz
képest, azaz a dielektromos permittivitds (és az ebbdl szarmaztathatdé a hulldmszam ill.
torésmutatd) komplex mennyiségek. Erre mutatunk egy példat, a véges (azaz nem nulla)
vezet6képességl anyagok (tipikusan fémek) esetét, amely segitségével értelmezhetd, hogy
mit jelentenek az Ujonnan bevezetett komplex anyagjellemz6k. Azt tovabbra is feltételezziik,
hogy p = 0, és az egyszer(iség kedvéért csak E-re mutatjuk be a hulldmegyenlet részletes
levezetését.

Az |. Maxwell-egyenletbe behelyettesitjik az aramslr(iség és E viszonyat kifejez6 differencidlis
Ohm-térvényt:

tH=—+j - tH=—+0E - tH=¢&c¢—+0E 11
= + = + =
ro n ) ro t ro & " ) ( )
majd a kapott egyenletet id6 szerint differenciéljuk:

(OH_ 0 OE .
Pt T %0 T %%t (12)

A ll. Maxwell-egyenletet atalakitjuk:

0B JuH rot E JdH rot E JH
rotE=—— - rotE = — - =—— - rot = —rot— (13)
at at U at u Jt

és behelyettesitjiik (12)-be:
rot E 0°E 0E

—rot = SW + O'E (14)
FelhasznalvaaVx (f - A) = Vf X A+ f - (V X A) azonossagot ezt kapjuk:
1 1 0%E J0E
—grad;XrotE—;-rotrotE=€F+Ua. (15)
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Figyelem: u helyfliggését altalanos esetben a rotacidképzésnél figyelembe kell venni! (Ha a B-
re vonatkozé hulldmegyenletet vezetjlik le, akkor € és o helyfliggését kell vizsgalni.)

1 02E 0E
—y-grad;xrotE—rotrotE=£uﬁ+0/¢§. (16)
mivel grad(u™?) = —grad(u)/u?
grad'uxrotE—rotrotE=£/162—E+0,ua—E. (17)
ot? ot

A gyakorlatban haszndlt optikai anyagok tobbségére igaz, hogy u = uo = const., ezért fennall a
kovetkezé kozelités (felsé becslés):

grad 1 X rot E| < |rotrotE| = lgrad p| _Jrot rotEI’ (18)
|rot E|
vagyis egyenletlinkbél az elhanyagolds utan ez lesz:
0%E JE
—rotrotE = e,uﬁ + O',LLE. (19)
Hasonldan (bar kissé bonyolultabban) levezethet6 B-re is:
0’B 0B
—rotrotB = e,uﬁ+ O',LLE, (20)
ahol a kévetkezd kozelitéseket kellett alkalmaznunk (felsé becslés):
|grad o| |[rotE| |grade| [rotE]|
& o g s & — < 1)

Mivel u = const., a masodik feltétel bal oldalat u-vel bévithetjik + Maxwell-relacié (6), igy:

|gradn?| 2|grad n| |grad n|  |rotE|
= = .
n? n n 4|E|

A permeabilitassal ellentétben o és &, térben valtozhat optikai kdzegek esetén is. Annak
érdekében tehat, hogy szemléltessiik mit is jelent a fenti feltétel, alkalmazzuk arra az egyszeri
esetre, amikor egy (8) alaku sikhullam terjed izotrép kézegben. Mivel ilyen kézegekben k L E,
ezért (22) jobb oldala a kovetkezé médon irhaté:

(22)

[rotE| |—ik X E| |E| T
4|E| 4|E| 4|E| 22
amivel (22) a kovetkezé alakra egyszer(isodik:
|gradn|-A An @
—_— = — KL . (24)

n n 2

Ez azt jelenti, hogy hulldmhossznyi szakaszon mérve a relativ térésmutatévaltozasnak r/2-nél
joval kisebbnek kell lennie. Ez nem teljesil térben nagyon gyorsan valtozd térésmutatdju
strukturaknal, pl. hulldamhossz alatti diffrakcids racsok, széro kozegek esetében. A feltétel sériil
emellett kiilonb6z6 anyagok hatarfelliletén is, amit a Maxwell-egyenletek folytonossdgi
feltételeivel vesziink figyelembe az elektrodinamikaban (ld. késébb).

AV x (Vx A) = V(V-A) — V2A vektorazonossag felhasznalasaval a (19)-(20) egyenletek igy
alakulnak at:
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VZE ddivE = o’ + o
graddivE = ep o=+ ou o .
0’B 0B (23)

F-FO’,LL—.

V2B — grad divB =
grad div U ot

A 111.-IV. Maxwell-egyenletek és (21) miatt az egyenletek bal oldaldn a masodik tag mindkét
esetben nulla, tehat:

v2g — oy OE

=g TR,
(26)

0°B 0B

VB =eu——>+opu—.
e dat2 o’ ot

Ezek az egyenletek irjak le a hulldmterjedést véges vezetSképességgel rendelkezé (pl. fémes)
anyagokban, kettejiket egyltt un. tdviréegyenleteknek nevezziik. A fenti egyenletek
linearisak, tehat a harmonikus fliggvények szintén megolddasai. Vizsgaljuk most csak az w
korfrekvencidju idéfliggést mutatdé megoldasokat. Komplex jelolésrendszert alkalmazva az
ilyen figgvények a kdvetkezd alakban irhatok fel:

E(r,t) = E(r) - e't. (27)

Mivel az egyszeres id6 szerinti derivalas iw-val valé szorzasnak felel meg, a hullamegyenlet az
id6fuggetlen, un. Helmholtz-egyenlet alakot 6lti (B-re hasonldan):

VZE(r) + epw?E(r) — incwE(r) = 0. (28)

Az egyenlet formailag a dielektrikumokban felirhatd alaku lesz, ha bevezetjik a komplex
dielektromos permittivitast (gim > 0 elnyeléskor):

§4¢e— iz =g —i'&m — VPE(r) + éuw?E(r) = 0. (29)
A Helmholtz-egyenlet megolddsat linearisan polarizalt sikhulldam-alakban feltételezve:
E(r) = E,-e ik (30)
azt kapjuk, hogy:
—K2%E, + uw?*Eqg = 0 = Kk? = fuw?, (31)

azaz a hulldmszamvektor komplex:

k2Kk.—i Ky,

E(r’ t) — EO . ei((‘Jt_krer) . e_kimr .

(32)

A komplex hullamszam tehat kin iranydban exponencidlisan csillapodd téramplitudét jelent.
Osszefoglalva: a komplex permittivitds és hulldmszamvektor azt fejezi ki, hogy az anyag
csillapitja a rdes6 sugarzast. A csillapitas mértékét a behatolasi mélység (6) jellemzi, amely
definicié szerint az a tavolsag, ahol az amplitudd 1/e-ed részére csokken. A fenti egyenletbdl:

= (33)
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Komplex dielektromos permittivitas csak az abszorbens kozegekre jellemz6 (vezet6 anyagok,
vagy erésen elnyel6 dielektrikumok), ezzel szemben a hulldmszamvektor mas esetekben is
lehet komplex, mint pl. teljes bels6 visszaverGdés soran (targyalas a 3. fejezetben).

Abszorbens kdzegekben a k komponensei az aldbbi egyenlet megoldasaval szamithatok ki:
k? = (kre -1 kim)2 = klge - kizm — i 2KpeKim = élua)z' (34)

amibdl a valds és képzetes részek szétvalasztdsaval és ko? = w?/c? kiemelésével a kovetkezSt

kapjuk:
2 2

w w
ke — kizm = C_zgre.ucz = kggreﬂcz és 2KreKim = C—ZEimMCZ = kggimﬂcz- (35)

Altaldnos esetben kim és kre nem parhuzamosak (pl. totélreflexié esetén az elhalé hullamnal
éppen merdlegesek egymasra). Iranyukra a IV. Maxwell-egyenlet ad megkotést, amibél az w
korfrekvencidju (30) sikhulldm esetén a kovetkezé feltétel irhato fel:

Eo’k=0 il EO'kre=i'E0'kim- (36)

A fenti 0sszefliggés részletes elemzése a [6] tankonyv I. kotet 2.2.2.2.2 alfejezetében taldlhato.
Mi a 2.4 alfejezetben csak azt az egyszer( esetet vizsgaljuk, amikor kim és kre parhuzamosak.

A Maxwell-relacié analdgiajara definidlhatjuk a komplex torésmutatét:

£
n? =¢gpu > A% 2 g &uc?, (37)
Eolo
azaz
. =n— ik, (38)

ahol k-t kioltdsi tényezének nevezik (k > 0 elnyeléskor). A 2.4 alfejezetben bemutatandd ke és
kim meghatarozasanak mintdjara kiszamithatd nre és nim értéke:

& 1 &€ 1
k? =n?, = uc? <_$+E ’erze+ei2m> ; n?=n2 = uc? <§+E /srze+ei2m>. (39)

A komplex térésmutatét leggyakrabban a fellileti reflexié mértékét szamszer(sité Fresnel-
formuldkban, valamint vékonyréteg-strukturak interferometrikus leirdsanal szoktak hasznalni.
Mind a dielektromos permittivitds, mind a térésmutatd er6teljesen fligg a vizsgalt sugarzas
hulldmhosszatél. Egy tipikus fém, az aluminium esetére az alabbi abran bemutatjuk e
hulldmhosszfliggést (Id. Kramers-Kronig-relaciok).
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Komplex térésmutato [-]

| : : : !
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Hullamhossz (A) [um]

6. dbra. Az aluminium térésmutatdja és kioltasi tényezdje. A, a plazmafrekvenciahoz tartozo
hulldmhossz. (forras: http://refractiveindex.info)

Ahogy korabban megjegyeztiik, altalanos esetben nem csak a vezet6képesség, hanem
barmilyen abszorpcié leirhaté a komplex dielektromos permittivitdssal. A szabad elektronok
fent vizsgdlt plazmdja mellett az egyedi atomok, ionok és molekuldk is rezondlhatnak a beesé
sugarzassal, ezzel abszorpciét okozva. Mivel ezek a folyamatok kiilonb6z6 hulldmhosszakon
lépnek fol, e és €im valtozatos frekvenciafliggést mutat (diszperzid). Egy (fiktiv) abszorbens
dielektrikumra mutat példat az alabbi abra.

S

atomic .
electronic

1
103 10° 10° 1012 10!
[microwave |infrared [vis [Uv |

Frequency in Hz

7. abra. Az anyagokban fellépé f6bb rezonancidk. (forras: wikipedia)

2.4. Amikor Kimll Kre, pl. ha egy vezet6 anyag feliiletére
merdlegesen esik be a fény

Sikhulldmokra a térésmutatot definidld (37) képlet és (31) alapjan mindig érvényes az alabbi
Osszefliggés:

k? = i? — = fi%kZ . (40)

Az viszont mar nem feltétlendl igaz, hogy kre = Nyeko €S ki = Nimko, mivel k valds és
képzetes komponensei eltérg irdnyokba is mutathatnak. Nézzik meg azt az esetet, amikor kim
[l kre (pl. ha egy vezetd anyag fellletére merdlegesen esik be a fény). A (34) egyenlet alapjan:
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(kre - ikim)z = klge - kizm — 2K eKim = klge - kizm — i2kyekim = a — ib, (41)
ahol a kovetkezd segédjeloléseket vezettiik be (35) alapjan:
a2 kieouc? és b 2 kgmuc?. (42)
Ezekkel az alabbi kétismeretlenes egyenletrendszer irhaté fol:
k2, — k2 =a
re m } (43)
2k okim = b
(43) egyenletbdl kim? kifejezheté:
4(kZ)? + 4ak?, — b = 0. (44)
A kim?-ben masodfoku egyenlet megoldasa (a - el8jeles véltozat fizikailag értelmezhetetlen):
, _—a+va?+b?  kfeuc?
im ™ 2 )
ahol felhasznaltuk (42)-et. Ebbdl:

£ 1 ’
kizm = k(%."‘cz <_ % + E Elge + £i2m> ’ (46)

k§eretic?
2

£ 1
k2, = k3uc? <§ + > ’erze + eizm>. (48)

Lathatd, hogy ha o = 0, akkor &im = 0, kim = 0 valamint

k = kre = kO\/ Erly - (49)

A fenti egyenleteket Osszevetve a torésmutatd (39) képletével megkapjuk a jél ismert
Osszefliggéseket:

kre = kon

kim = k()K

2 1 2\2 2
+ k3 5«/ (€reltc?)? + (gmuc?), (45)

valamint a valds rész:

2 2 2 1 2\2 2
k2, =a+ k%, = + Kk 5\/ (erettc?)? + (gimuc?), (47)

ebbdl

illetve k masik definiciéja szerint k¥ = kl—m (50)
re

Erdekes megfigyelni, hogy ha (46) alapjan kiszdmoljuk a behatoldsi mélységet, akkor ugyanazt
a kifejezést kapjuk, mint véges vezet6képességli anyagokban terjed6 nagyfrekvencids tér
esetén megfigyelhetd ,skin”-effektusnal:

= — = _ (51)
kim € ‘Ll o 2
re
) ( 1+ (were) h 1)

A fent bemutatott aluminium esetén, 550 nm-es hullamhosszon 6 = 13 nm.
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2.5. Energiaterjedés EM hullamokban

Az EM tér teljesitmény-sirliségét az un. Poynting-vektor jellemzi (a terjedés iranydra
merdlegesen elhelyezkedd egységnyi fellleten id6egység alatt ataramlé energia):

S(r,t) = E(r,t) X H(r, t), (52)

ahol a térjellemz6k valés mennyiségek. Az optikara jellemz6 nagy frekvencidkon jelenleg nem
lehetséges a pillanatnyi teljesitmény detektaldsa, ugyanis a szokdsos detektorok id6allanddja
sokkal nagyobb mint a fény rezgésének periddusideje (7). Emiatt csak id6&atlagot tudunk
megfigyelni:

(S(r,T)) =(E(r,T) x H(r,T)) ; 1 = [{S(r,T))I. (53)
Ezen vektor abszolut értékét nevezzik intenzitdsnak (I). A komplex formalizmus hasznalataval:
E(r,t) = Re{E(r) - e'®t} = %(E(r) et + E(r)" - emiet), (54)

hasonléan H-ra. (A komplex vektoramplitudd jelentését késébb fogjuk értelmezni, most
elégedjiink meg azzal, hogy segitségével leirhatd a linedrisan, cirkuldrisan és elliptikusan
polarizalt sugarzas.) E-t és H-t visszahelyettesitve (52) képletbe kdnnyen belathatd, hogy:

S(r,t) = sRe{E(r) x H* (1)} + ;Re{E(r) x H(r) - e20t}. (55)

Az id6atlagolas a masodik tagot kiejti:
(S(r,T)) = JRe{E(r) x H*(r)}. (56)
Vezet6 kozegben terjeds sikhulldm esetén ebbdl a kovetkezd adddik, felhasznalva (10)-t és a

(ax(bxc) = (a:c)b - (a-b)c) azonossagot:

(S(r, 7)) = Zﬂiwae (£ x (i x B*(n))} =

1 . 1 B _ B
=~ Znw |E(r)|2kre - ZM—wRe{(E(I‘) k) - E*(0)}. (57)

A IV. Maxwell-egyenletbdl kovetkez6 (36) 6sszefliggés miatt a masodik tag sikhulldm esetén
izotrép kozegben mindig nulla. E helyére behelyettesitve a sikhulldmokat leird (32)-et, a
Poynting-vektor id6atlagara a kovetkez6 kifejezés adodik:

2
1 &_lE()l . e_Zkirnr

(S(r, 7)) = 2 (58)

Itt azt feltételeztik, hogy u valds (ez optikdban nagyon jo kozelités). A fenti kifejezés Lambert-
Beer-térvény néven is ismert, amely azt fejezi ki, hogy homogén abszorbens koézegben (pl. a
fellletre merGleges terjedés esetén) exponencidlisan csokken a  sikhulldm
teljesitménys(irisége és amplitudéja.

—-19 -



2.6. Mit tehet ma egy fizikus a diplomajaval az optika teriiletén?
Iparag Alkalmazas Termék, kutatas Magyar vonatkozas
Informatika adatatvitel halézat Furukawa
chipek kozotti kommunikacio SZTAKI
megjelenités 3D képerny6 Holografika Kft
adatfeldolgozas akuszto-optika BME AFT
neuralis szamitdgép SZTAKI
Energetika, nehézipar anyagmegmunkalas nagyteljesitményi |ézerrendszerek Lasram
magfuzio fuzids reaktor szimulacidja BME NTI
fuzids reaktor méréstechnikdja Wigner FK
Orvostudomany |ézeres sebészet orvosi lézerek Lasram

vizelet diagnosztika,
vércukor mérés

automata mikroszop, fizikai
paraméterek optikai mérése, kémiai
indikatorcsikok optikai leolvasasa

77Elektronika

orvosi képalkotas Pozitron Emissziés Tomografia (PET) | Mediso
konfokalis 3D mikroszkdp Femtonics
kétfotonos gerjesztéssel
szinlatas korrekcid vékonyrétegek BME MOGI
vizmin8ség vizsgalat 3D digitalis hologréfia SZTAKI
vérvizsgalat diagnosztikai eszkdzok Diatron
Elelmiszeripar szenzorok NIR spektrométer Siemens-BME
Félvezetd gyartas félvezetd diagnosztika lézeres fényforrasok és Semilab
mérGberendezések
Vilagitastechnika vilagitas nagy hatékonysagu LED-es kultéri Optimal Optik
megvilagitd rendszerek
kijelz6k mdiszerfal Bosch
vilagitas megvilagitd rendszerek OMI Optika
Alapkutatas anyagtudomany, bioldgia femto- és attoszekundumos ELI

lézerimpulzusok

Hadiipar

2. tablazat. Az optikaval foglalkozo fizikusok elhelyezkedési lehet&ségei Magyarorszagon.
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3. SIKHULLAMOK VISELKEDESE SiK HATARFELULETEN

3.1. Polarizacios sajatallapotok sikhullam-sikfeliilet talalkozasanal

Hulldmtanbdl ismert, hogy ha a terjedési sebesség ugrasszerlien valtozik két kozeg hatar-
fellilete mentén, reflexio és torés jelensége lép fel. A visszaver6dés megjelenése kifejezetten
az ugrasszer( torésmutaté-valtozdsnak kdszonhetd, amikor is a hulldmnak a feliiletnél két
feltételt kell egyszerre kielégiteni: az energiamegmaradasét és az amplitudé (megfelel6
komponensének) folytonos athaladasaét. Olyan esetben, amikor a térbeli torésmutato-
atmenet lassu, nincs amplitudofeltétel, igy reflektalt hullam sem jelenik meg. Az aldbbiakban
azt az esetet vizsgaljuk, amikor az optikai anyagjellemz&k ugrasszerilen (azaz a hullamhossznal
jéval kisebb tartomanyon beliil) valtoznak egy sik feliiletre meréleges irdanyban.

Fény esetén a reflexid/transzmisszid targyaldsakor nem hagyhaté figyelmen kivil az EM
hulldm transzverzalitdsa, azaz a polarizacié. Polarizalt sugarzasrdl akkor beszéliink, amikor az
E és B térerGsségvektorok rezgésének irdnya hosszu tavu id6beli és térbeli rendezettséget
(periodicitast) mutat. A rendezettség legismertebb fajtaja a linearis polarizacié, amikor a
térerGsségvektorok rezgése allanddan egy sikban marad (a ,polarizalt”, régiesen ,sarkitott”
kifejezés két rogzitett, ellentétes pdlusra utal). A teljesen monokromatikus sikhulldm mindig
polarizalt, altaldnos esetben elliptikusan (Id. a 13 fejezet). Polarizdlatlan fény létrehozasdhoz
nagy szamu, kalonbozé iranyd amplitudévektorral rendelkez6 és eltérd frekvenciaju
sikhullamot kell 6sszekeverniink. Ez utébbi feltétel miatt a sugdrzds hulldmhossz-spektruma
kiszélesedik (mar nem lesz monokromatikus). Amennyiben nem a komponensek fekvencidja,
hanem a terjedési irdnya eltérd, akkor a tavoltérben divergens lesz a nyaldb (azaz tobbé mar
nem sikhullam). Tovdbbi feltétel, hogy az 6sszetevs sikhulldm-komponensek kezdéfazisa
legyen véletlenszerd, kiilonben id6ben impulzusszerl viselkedést kapunk. Ha a térbeli és
id6beli véletlenszerliség egyidejlileg 1ép fel, a kornyezetiinkben tapasztalhaté diffiz és
polarizalatlan sugdrzast kapjuk. (Ezekrél a térbeli és id6beli koherencianal lesz sz4.)

A tovabbiakban egy idedlis (végtelen) sikhulldmot bocsajtunk egy sik fellletre, és vizsgaljuk a
fényvisszaverddés/torés torvényszerliségeit. A levezetésnél abszorpcidmentes dielektrikum
kozegeket tételezlink fel (tehdat n és k valds). Mivel a sikhullam egzakt megoldasa a Maxwell-
egyenleteknek, eredményeink nem csupan a geometriai optikai kozelités keretein beliil
érvényesek (Id. a 4. fejezet), hanem 4ltalanos hullamoptikai torvényszertségek. [1]

nitn s-polarizécio B nin p-polarizacio

8. dbra. Az s- és p-polarizacids sajatallapotok értelmezése, és az alkalmazott jel6lések
bemutatasa. A beesd hullamszamvektor és a felliletnormalis jelolik ki a beesési sikot. A
visszaver6dési és torési sikokat hasonldan adjuk meg.
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A levezetés fontos eleme az a megfigyelés, hogy a felileti reflexionak/transzmissziénak
vannak polarizaciés sajatallapotai (Id. a 13. fejezet). Izotrép anyagoknal ezek linedrisan
polarizalt sikhullamok: az s-polarizacié (o, vagy TE polarizacié) amikor az elektromos
térerGsség merdleges a beesési sikra, és a p-polarizacié (m, vagy TM polarizacid), amikor az
elektromos térer@sség parhuzamos a beesési sikkal. Mivel ezek sajatallapotok, visszaverédés
és torés kozben nem vdltoznak meg, csak a rezgés komplex amplitiddja médosul (abszolut
értékben és fazisban).
A beesd, visszavert és megtort sikhulldmok, illetve hulldmszamvektoraik:
E(r,t) = E, - el(@t-kn) (59)
k=n-k, = k=(k,0k,) =n-ky(siné,0,cos8) (60)
n o_ noLnoLn . n2 n2 n2 _ 21,2
kK" = (kx, ky, kz) s k"t ky" + kT =nckg 61)
K' = (ki k. ky) 5 ki + k% + k% =n'"k}

A vektoramplitudé komplex értéke (Eo) azt fejezi ki, hogy Osszetev6 komponenseinek
kezdd6fazisa elvben tetszGleges lehet, aminek a segitségével daltalanos (linearis, cirkularis,
elliptikus) polarizaciét le lehet irni (errél bévebben a 13. fejezetben lesz szd), valamint a beesé,
visszavert és athalado hulldmok relativ fazisa is eltéré lehet (pl. abszorbens kozegeknél).

3.2. Kontinuitasi feltételek két dielektrikum hataran

A Maxwell-egyenletek hatdrfeltételei alapjan:

E{ = E +E/ B: B B | E=E+E

’ o ] - ’ " 62
H; = H; + Hy weoup B; =B+ By, (62)

ahol feltételeztiik, hogy a kozegek nem mdgnesezhetdk, azaz u = u' = po. (A két
amplitudoéfeltétel helyett hasznalhatndnk az egyiket az energiamegmaradas torvényével
egyutt. Levezetéslinkben ez utdbbit a kapott képletek alapjan fogjuk ellenérizni.) A fenti
Osszefliggésekre akkor van szikségilink, ha az anyagjellemz6k a hulldmhossznal jéval kisebb
tartomanyon belil véltoznak (azaz ugrasszerten). (59)-t behelyettesitve E feltételébe:

E{O . pl(wt-K'r) — Eto . gilwt=kr) 4 E{/O . pi(wt-K"r) (63)

A hatarfellleten van jelen egyszerre mindharom hullam, ezért itt vizsgalédunk. Tehat z = 0,
ky = 0, és e'“-vel egyszer(sitve:

E{O . e—i(k}’(x+k3’,y) — EtO . @~ i(kx) + E{IO . e—i(k{(’x+k}',’y)_ (64)
Hasonldan Bi-re. (64) akkor teljesil tetsz6leges (x,y) értékre, ha azonosak kitevék:
kyx + kyy = kyx = kix + kyy. (65)

Ez az un. fdzisillesztés, ami azt jelenti, hogy a fellilet mentén mind a beesé, a visszavert és az
athaladé hullamok fazisa azonos mértékben valtozik a hatarfelilet mentén (azaz az x-
tengelyre vetitett hulldmhossz ill. hulldamszamvektor mindharom esetben egyforma):

I kj=kl =0
. ky =k (66)
. ky =k
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7 n-cos(0)

n-sin(0)

k' n'cos(6’)

9. dbra. A fazisillesztés szemléltetése.
I.-b6l kdvetkezik, hogy a torési és tiikrozési sik egybeesik a beesési sikkal.
I1.-b6l megkapjuk a tiikrozési torvényt:
sinf =sinf” = 6 =0" (67)
ll.-bél a torési torvényt (Snellius-Descartes torvény):
n-kysinf =n'-kysin@’ = n-sinf =n'-sinf’, (68)

ahol @ és 0" € [0; m/2]. Ha a fazisok egyenl8ek, egyszer(sithetiink veliik (64)-ban. igy kapjuk
az amplitudokra vonatkozo feltételt:

E{y = Eyo + Efy

! D D (69)
B = By + Byo -
3.3. S-polarizacio, azaz E meroleges a beesési sikra
E:=Ex+Ey; Ex=0 csakE, —» E,=E, azaz (69) alapjan:
Ey=E, + EJ. (70)
A Il. Maxwell-egyenletb6l meghatdrozzuk B értékét (a beesd, megtort és visszavert
sikhulldamokra egyarant):
tE Kk x E wB B, = = Eo 71
ro = - = —1 = —lW - =
ot 0 0 0 o (71)
Xy 1z = = A
- - ~ —k,EoX + kE,Z
ky 0 ky|l=—k,E;x—0-9+kEyz » By=—12 > (72)
0 F 0 @
(69)-bdl a B-re vonatkozé feltétel (B: = Bx + By ; B, =0):
E(’)x = EOX + E(,),x (73)
Ide behelyettesitve (72) x-komponensét, és w-val egyszer(sitve:
—k,E) = —k,Ey — kJ Ey. (74)
A tukrozési torvény alapjan k", =-k; :
—k,E) = —k,Ey + k,E} (75)
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Mindkét oldalt elosztva —k;-vel:
kz
k,
(70) és (76) kétismeretlenes egyenletrendszert alkot, amelyeket megoldhatunk E'o-ra és £"o-
ra:

Ey=E,— Ej. (76)

E(I) :ﬁgo ; E'é’ = 1_fk£EO_EO (77)
kZ kZ
Bevezetjik az a segédvaltozot:
az k—é (78)
k,’
amivel a (77) O6sszefliggések egyszer(ibb alakba irhatdk:
~, 2 -, 1l—a._
E, =1+—an ; Eg = 1+aE°' (79)
Az s-polarizacio esetén definidlt transzmisszids (ts) és reflexids (ps) tényez6k ezzel:
B2 Bl 1-a
TSéE_O=1+a ; 'DséE_0=1+a (80)
k;, n'cos(6")
a= k_z = TS(@) (81)
2n cos(0) ' _ncos(8) —n' cos(8") (82)

Tg = ; = .
S mncos(8) + n’ cos(8") Ps =4 cos(8) + n’ cos(8")
Fontos észrevenni, hogy dielektrikumok hatarfellletén a transzmisszids és reflexids tényezdk
értéke valds, tehat a beesd, visszavert és athalado hullamok k6zott konstans fazistolas sincsen.
3.4. P-polarizacio, azaz E parhuzamos a beesési sikkal
B:=Bx+By; Bx=0 csak By — By =B, azaz (69) alapjan:
B, = B, + By, (83)

valamint E,, = 0. Ezekbdl a fentiekhez hasonldan levezethetdk a p-polarizacios transzmisszios
(Tp) és reflexids (pp) tényezbk:

JE 2 n JEg 1-b 84

EE T1+bn  PPTE T1+b B4
AL n\2 n cos(8")

b= (o) 2= ) =@ )

B 2n cos(0) _ _ n'cos(8) —ncos(8') 86

Ty cos(8) + ncos(8’) ’ Pp = cos(0) + ncos(8')’ (86)

A (82) és (86) Osszefliggéseket Fresnel-formuldknak nevezziik.
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3.5. A Fresnel-formulak diszkutalasa

A 10. abran leveg6-lveg hatarfelllet esetére (n = 1 és n' = 1,5) bemutatjuk a reflexids és
transzmisszids tényez6k szogfliggését. Az els6 amit érdemes megfigyelni, hogy kils6
visszaver6dés esetén (n < n'), az elektromdgneses tér a bees6 sugarzashoz képest
ellenfdzisban ver6dik vissza (Id. ps el6jele). A masodik, hogy a beesési sz6g ndvekedésével az
s-reflexios tényez6 abszolut értékben né és 1-hez tart. A harmadik, hogy egy adott szognél p,
= 0, azaz a visszavert sugarzas teljesen polarizalt, csak s-komponenst tartalmaz. Ez az un.
Brewster-effektus, amir6l kés6bb részletesebben lesz sz6. A negyedik, hogy belsé
visszaver6désnél (n > n') a reflexié nem 90°-o0s szognél éri el a maximumat (1-et), hanem joval
korabban. Ezt teljes belsé visszaver6désnek nevezziik, és alabb szintén részletesen targyaljuk.

1 1 1.0

0.8 0.8 0.9
p

0.6 0.6 0.8

0.4 0.4 0.7

0.2 0.6

0 0.5

lam fézisa (¢) [ rad]

Reflexios tényez6 (p) [-]
o
Reflexiés tényezd (p) [-]

0.2 0.2 0.4
P s
-0.4 -0.4 0.3 ;f
<

-0.6 06 0.2

0.8 0.8 0.1

-1 -1 0.0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Beesési szog (0) [°] Beesési sz6g (6) [°]
kllsé visszaverddés belsd visszaver6dés

10. abra. A kiils6 és belsé visszaverddés reflexios tényezG6i a beesési szog fliggvényében
Uveg (torésmutatd: 1,5) / levegd (torésmutatd: 1,0) hatarfelllet esetén.

A 2. fejezetben bevezettik az abszorbens kozegek leirasara alkalmas komplex hullamszam-
vektort és torésmutatdt. Merblegestdl eltéré beesési szog esetén a hulldmszamvektor valds
és képzetes komponensei nem mutatnak egy iranyba, emiatt a k = 7 - k, Osszefliggés sem
igaz. Ebbdl az kovetkezik, hogy a Fresnel-formuldk levezetésénél kiinduldsul hasznalt (60)
abszorbens kdzeg esetén nem érvényes tetszéleges beesési sz6g mellett, csak ha €= 0°! Ettél
fliggetlendl, a reflexids és transzmisszidés tényez6k mindenképpen komplex mennyiségek
lesznek, azaz fémek felliletérdl torténd visszaverGdés utan a rezgés fazisa megvdltozik. Ennek
tovabbi kovetkezménye, hogy mig dielektrikum-feliiletekrdl torténé visszaverédés esetén a
bees6 nem s- vagy p-polarizacioju linedrisan polarizalt sugarzas mindig linearis marad (csak a
rezgés sikja fordul el), fémek esetében a visszavert sugdrzas az s- és p-komponensek kozotti
faziskiilonbség miatt elliptikussa valtozik. A tetszGleges szogre alkalmazhaté altalanos
formuldk levezetése megtaldlhatd az alabbi referenciakban: [3] 611-664 o. és [5], valamint egy
rovid osszefoglalds formajaban e fejezet végén is.
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3.6. Ateljesitményviszonyokra vonatkozo Fresnel-formulak

N

11. abra. Az elemi fellleten athaladd/visszaver6dé sikhullam
teljesitményviszonyai leirdsanal hasznalt jel6lések dsszefoglaldsa.

A 2. fejezet alapjan a detektalhatd, id6 szerint atlagolt teljesitmény-stirtiség vektor (valds
hulldamszamvektoru dielektrikumkdzegek esetére):

~ 2
1k |E|

(S) =—

o2 (87)

Az aldbbiakban az x = y =z = 0 pontban vizsgdldodunk és tovabbra is feltételezziik, hogy a kozeg
nem magneses: u = u' = uo. Ekkor beesé nyaldbbdl dA feliiletegységre merdGlegesen beesé
atlagos teljesitmény (ami pontosan ekvivalens azzal, mintha a dA feliiletelemnek a nyaldbra
merdleges vetliletét vennénk):

1 k||
dP =(S)-dA = ————cos(0) dA. (88)
Pow 2
Ugyanez a megtort nyalabra:
e 1k |Eg|”
dP' =(S')-dA = ————cos(8') d4, (89)
How 2

és a visszavert nyalabra:

Lk |E(’)’ 2 (6")dA 90
o 2 cos . (90)

dP" = (S") - dA = —
U

A fellletegységre mer6legesen beesd és visszavert fényteljesitmény komponensek hdnyadosa
a reflektancia (R):

" 1/ 2
LB 1)
dp |E0|2

A felliletegységre merdlegesen beesé és athaladd (megtort) fényteljesitmény komponensek
hanyadosa a transzmittancia (T):

L dP"  [(S")|cos®" [I'cosf’ k’|ﬁ6|2cos o' ,ncosf’

= = = = _ . 92
dP |(S)| cos® I cos® |F".0|2 cos 0 Y cos o (92)
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Erdemes megfigyelni, hogy a fénynyaldb keresztmetszete térés utdn megvditozik, amit a
koszinuszos tényez6 fejez ki a (92) képletben. Emiatt torés utan akkor is megvaltozik a
fénynyaldb intenzitasa (/' azaz <5'>), ha a transzmittancia 100%-os (pl. reflexiécsokkenté réteg
alkalmazasa esetén): ha n < n' akkor csdkken, forditott esetben pedig né. Az effektus
haszndlhatd tobbek kozott fénynyaldab egyiranyld nyujtasara (Id. lézerdiddak anamorfikus
nyaldbformalasa).

1 1

0.9 0.9

0.8 0.8

0.7 0.7

= 0.6 = 0.6
= =
ol 8

S 05 S o5
e ]
z <
L @

T 04 T 04
[~ o

0.3 0.3

0.2 0.2

P
0.1 0.1
P
a 0
1] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Beesési szog (0) [°] Beesési sz20g (0) [°]
kiilsé visszaver6dés belsd visszaver6dés

12. dbra. A kiils6 és belsé visszaver&dés reflektancidi a beesési szog fliggvényében
Uveg (torésmutatd: 1,5) / levegd (torésmutatd: 1,0) hatarfelilet esetén.

A fentiekbdl az is kdnnyen belathatd, hogy T-re és R-re teljesiil az energiamegmaradas
torvénye:
T+R=1. (93)

Merdleges beesés esetén:

2

n—n'
n+n

|2n

an ]
— | = és R =
n+n n

(94)

Ha az elsé kozeg leveg6 (n = 1), a mdasodik kozonséges boroszilikat iveg (n' = 1,5), akkor p =
-0,2 és R=0,04 (azaz 4%).

Az aluminium reflexiéja (6 = 0°)

0.9 -

0.8 -

0.7 -

o
=
~ 0.6 -
o
e 05 -
£ A
= 4
5 os 0
-
Q 03 4
(-4

0.2 1

0.1 1

0 T r
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1.0

Hulldamhossz (A) [um]

13. abra. Az aluminium reflektancidja a komplex térésmutaté alapjan szamolva,
merGleges beesés esetén, Id. (94) képlet.
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3.7. Brewster-effektus

A fény torése és visszaver6dése mikroszkopikusan ugy értelmezhetd, hogy a beesé sugarzast
a masodik kbzegben 1év6 atomokat reprezentdld elektromos dipoélusok elnyelik (azaz rezgésbe
jonnek) majd visszasugarozzak. A sugarzoé dipdlus nem bocsajt ki energiat a rezgés tengelyének
irdnydba. Ha a visszavert sugarzas iranya éppen merdleges a megtort iranyara (6+6 ' = 90°),
és a beesG sugarzas p-polarizaciéju (azaz nincs a beesési sikra merdleges komponense), akkor
a masodik kozegben 1évé dipdlusok a visszavert sugarzas iranyara merélegesen rezegnek.
Ebbdl az kovetkezik, hogy a visszavert p-polarizacidju sugarzdsnak zérus az energiatartalma,
azaz Rp = 0. Ezt a jelenséget Brewster-effektusnak nevezik a felfedez6jérél, a ra jellemzé
beesési szoget pedig Gs-vel jeldlik. A p, = 0 feltételbdl, a toresi térveny felhasznalasaval
kdnnyen levezethetd (Id. gyakorlat):

!

n
tgfp = — (95)

A mar kordbban vizsgalt levegb-liveg hatarfelllet esetére: 65 = 56,3°. Ha polarizalatlan fény
esik Brewster-szog alatt egy felliletre, akkor a visszavert sugarzas linearisan polarizalt lesz,
hiszen csak s-polarizaciéju komponenst tartalmaz.

Incident ray

Reflected ra
(unpolarised) y

(polarised)

Refracted ray
(slightly polarised)

14. abra. A Brewster-effektus szemléltetése (forras: wikipedia).

3.8. Teljes belsé visszaverodés (totalreflexid): n' <n

A (82) és (86) Fresnel-formuldkban alkalmazott a segédvaltozé értéke n' < n esetén (Id. s-
polarizacié levezetés), bizonyos beesési szog folott komplex értéket vesz fel. Ennek
matematikai magyarazata a definicidjaban rejlik, aminek megértéséhez rendezziik at a
formulat:

k, ko-n'cosf’ n'v1-—sin20’ +Vn'2—n2sin26
a=—= = =
k, ky-ncosf ncos @ ncos @

(96)

Ha a beesési szog (€) meghalad egy bizonyos kritikus értéket (6 = 6, amikor k, = 0), akkor
(96)-ben a gydkjel alatt negativ szam 4all. A kritikus szog kdnnyen meghatarozhaté, ha
megnézziik mikor nulla a gyokjel alatti kifejezés:

!

n
n'=n-sinf, - O = asinz 97)

Most azokat az eseteket vizsgaljuk, amikor & < 6, hogy megértsik fizikailag mit takar a
komplex értéke. A (96) egyenletet atalakitva:
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_\/—1-(nzsin29—n’2)_+,\/nzsin20—n’2A _ 08
B ncos @ -+ ncos @ =" (98)

Itt a negativ el6jelet kellett valasztanunk, mert az aldbbiakbdl ki fog derilni, hogy ennek van
fizikai jelentése. Ekkor a masodik kozegben [év6 hulldmszamvektorra a kdvetkez6t kapjuk (Id.
k (32) definicidjat a 2. fejezetben):

ky; = —ik,y = —ikiy,, = kin,= kgv. (99)

A fenti 0sszefliggést a komplex hullamszamvektorndl tanultak alapjan ugy értelmezhetjiik,
hogy teljes visszaver6désnél a kisebb torésmutatdju (n') kézegben a hullam z-irdnyban erésen
csillapodik. A fazisillesztés miatt tovabbra is igaz, hogy k'x = kx, azaz a hullamszamvektor valds
része x-iranyba, a felllettel parhuzamosan mutat (masszoéval k’re 1 K'im):

E'(x,2t) = Eéei(wt_k’r) — Eéei(wt—k{(x—kéz) —
— Eéei(wt—k{(xﬂykzz) — Eéei(wt—k,gx)ee—y"ﬂ_ (100)

Az ilyen tereket nevezziik elhalé hulldamnak (evanescent wave). A behatoldsi mélység (8) 2.

fejezetben bemutatott definicidja alapjan:

5 2 1 B 1 _ 1 n-cosé@ (101)
T kin, k¥ k;vnZ-sin29—n?Z’

Uveg/levegd hatarfelileten (n=1,5; n' = 1,0) a hatdrszog 6 = 41,8°. 0= 45°-0s beesés esetén:

3
§=7—=1048=263nm, (102)
Z

ahol A = 550 nm-es kozepes (z6ld) hulldmhosszt tételeztiink fel.

Erdekes észrevenni, hogy a teljes visszaver6dés hatarszégének helyzetében k.. = k'. Mivel a
fazisillesztés miatt mindig igaz, hogy k, = k. , a hatdrszognél nagyobb beesési szogekre k; >
k', azaz a hulldmhossz (x-irdnyu periodicitds) a masodik kézegben kisebb mint az ott szabadon
terjedé idealis sikhulldm esetén!

Végezetiil nézzilk meg a fazisviszonyokat. Teljes visszaver6dés esetén a Fresnel-formuldknal
bevezetett a és ebbdl kifolydlag b értéke is komplex, igy a reflexids tényezbk is azok lesznek:

El 1—-a 1+iy A-e'¥s/?

20 = = = = oips 103
Ps E, 14+a 1—iy A-e ios/? ¢ (103)
2
Ef 1-b 1+ (nﬂ) B-e/2
Pp 2 = = = e'¥r, (104)

“E, 1+b 1_1,)/(1,)2_3.8—%/2—
n

Ez azt jelenti, hogy a visszavert fény fdzistoldst szenved. Mivel daltaldban ¢s # ¢, (hanem

beesési szog-fliggd), a felliletre nem s- vagy p-polarizacidban beesé linedrisan polarizalt

sikhullam visszaver6dés utan elliptikusan polarizalt lesz. A (104) 6sszefliggésekbdl az is latszik,

hogy a reflexios tényez6k abszolut értéke Rs, = 1, azaz minden bees energia visszaverddik.

Emiatt nevezik az effektust teljes bels6é visszaverédésnek (total internal reflection, TIR). A

komplex sikon felrajzolt fazordbra segitségével (104)-bsl kénnyen belathatd, hogy:

@5 = 2arctany (105)
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@p = 2arctan (y (%)2> . (106)

A teljes visszaverddés jelenségét egyebek mellett pl. fény terelésére szolgaldé prizmaknal (Id.
SLR azaz tukoérreflexes kamerdk betekint6je, binokuldris tdvcsovek képforditdja), illetve fény-
és hulldmvezet6 optikai szalakban haszndljdk. A polarizaciés sajatallapotok eltérd
fazistoldsanak kihaszndlasaval épithetd egy specidlis prizma, az un. Fresnel-rombusz, amely
hulldmhossz-figgetlen A/4-es retarderként mikodik (a linedrisan polarizalt fényt cirkularissa
alakitja).

3.9. Sikhullam torése sik dielektrikum/fém hatarfeliileten (kiegészit6 anyag)

A beesési kozeg legyen n térésmutatoju dielektrikum, a torési kdzeg pedig legyen er6sen
elnyelS anyag (fém). A 2. fejezet (40)-es képlete alapjan:

k'? = kofi'2. (107)
Vezessiik be az N’ és K’ latszélagos torésmutatot és kioltasi tényez6t a fémben:
k' 2 ky(N'é - iKk'f), (108)

ahol az elhalé hulldam hulldmfrontnormalisa az € egységvektor irdanydba mutat, a képzetes
hulldmszamvektor pedig az f egységvektor irdnydba mutat (erre gyengil a tér). A (107)
egyenlet valds és képzetes részeit szétvdlasztva konnyen megkaphata:

eSSt "'2} (109)
K'N'eé-f=n'k
ahol bevezettiik a kovetkez6 jelolést:
cosa = é-f. (110)
A (109) egyenletbdl konnyen levezethetd a (108) latszélagos torésmutato értéke:
1 n'k’\?
N?2=—=|n?—-k?+ |[(n2—k'?)2+4 : 111
2 ( ) cosa (11D
Mivel a fazisillesztés itt is igaz:
iéylc =k, & kre,x - ikim,x = Ky, (112)

ebbdl kifolydlag ki , = 0, azaz f mindig meréleges a feluiletre, és emiatt @ = 6'. Ha a beesési
kozeg dielektrikum, a torési torvény igy irhatd:

N'sin@’ =nsinf (113)
n'r’ \’
n?—k?4+ |[(n?—-x"2)?2+ 4< ,> sinf’ = nsinf. (114)
cos 6

Ha k' > n’, ami fémeknél dltaldban igaz, akkor a kdvetkez6 kozelitéssel élhetiink:

'k’ \° 2 . n'k’' 2
(n'2 —k'?)2+ 4 -] =|n"* —Kk"?| [1+4 ~

cos 0 (n?2 — k'?) cos 6’
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ro 2 12,12
n'k 2n'“k
2 2 — .12 2
~ |n'® =" 1+ 2 =Kk'"“—n'"+ ~
( (n'?2 —k'?)cos B’ (k2 —n'?) cos? 6’

I I 2n'?
~Kk'2—n'?2 + Y (115)

igy a (114) torési torvénybdl ez az igen egyszer(i formula lesz:

! nsin @

sinf’ =nsinf = tgh' = e (116)

cos @'
ami aluminium esetén (n' = 1,2 ; k' = 7,0) 1%-ndal pontosabban kézeliti a valddi torési szoget
a teljes 0..90°-0s beesési szogtartomanyon! Mivel a tangens értéke mindig nagyobb a
szinusznal, (116) azt jelenti, hogy a torési szog fémekben kisebb mint dielektrikumok
esetében.
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4. A GEOMETRIAI OPTIKA ELMELETI ALAPJAI

Forrasok: [1], [3], [6]

Geometriai optika: kozelités, amely a fényterjedést és kilonb6z6 koézegek hataran vald
athaladdast geometriai alakzatok — nevezetesen gorbék segitségével irja le. Ezen gorbéket
fénysugaraknak nevezziik.

4.1. A felhasznalt kozelitések

iranyfiiggés csak izotrop kozegeket tekintlink, pl. Gveget
(ekkor az 1. és 2. sugdardefinicié ugyanazt adja,

azaz a fénysugar || k|| S, Id. 5.1 és 5.2 alfejezetek)

helyfiiggés — homogén és inhomogén kézegeket tekintlink
(a fénysugarak gorbék is lehetnek nem csak egyenesek)

térerd fliggés — csak linearis kozegeket tekintlink
(a fénysugarak kolcsonhatds nélkil keresztezhetik egymast; a tér
minden pontjaban azonos w a gerjesztés korfrekvenciajaval)

idébeli koherencia — monokromatikus eset (csak egy hulldmhossz van a spektrumban,
id6ben koherens eset) vagy
polikromatikus eset (id6ben inkoherens fény — hulldmhossz-
komponensekre bonthatd)

térbeli koherencia — térben koherens eset, pl. pontforrds, sikhullam
(van hulldamfront — csillagfény, lézer) vagy
térben inkoherens eset (diffuz fény — pl. statisztikailag fliggetlen
pontforrdsokra bonthatd)

4.2. Alapvet6 megfontolasok

Maxwell egyenletek - vektorialis hulldmegyenlet:

0%E(r, t)
ot?

Ha monokromatikus, w korfrekvencidju hulldmot vizsgdlunk, a megoldas altaldnos alakja
linearis kozegekben:

V2E(r,t) — eu =0 ; n? = gu, (Maxwell-relaci6) (117)

E (r,t) = E(r) - e7t, (118)

Mivel a gerjesztés id6ben harmonikus, a komplex formalizmust hasznaljuk az EM tér leirdsara

(tehat E komplex, amit hullamvonallal jeldlink). Figyeljink arra, hogy innentél fogva az

egyszerliség kedvéért a pozitiv fazisterjesztés modszerét hasznéljuk, azaz a fazis siet a terjedés

iranyaban, és késik az id6 fuggvényében (E — E*). Ezzel a prébafiiggvénnyel az egyenlet az
idéflggetlen, Un. Helmholtz-egyenlet alakot 6lti:

V2E(r) = —k?E(r). (119)

A fenti egyenletben k az w koérfrekvencidju sikhulldm hulldmszamvektoranak hosszat jeloli.
Megoldasok specialis esetekben:

Sikhullam: E(r) = E, - ei(Kr+®o) (120)
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- E )
Gombhullam: E(r) = TOé(r) . gilkr+90), (121)

ahol k 2 2rt/A, é(r) pedig egy r-re lokdlisan merGleges egységvektort jeldl. A Helmholtz-
egyenlet megolddsa altaldnos esetben (ahol Eg mennyiség valds vektor):

E(r) = Eo(r) - etkoS™), (122)

Eikonal (elkwv = kép gorogil): a tér pontjait az elektromagneses hullam fazisviszonyai szerint
jellemz6 skaldr mennyiség, jelolése: S(r). A tér r1 és ra helyvektorral jellemzett pontjai kozott
mérhet6 faziskiilonbség (Ap) az eikondllal kifejezve:

Ap = koS(r) — koS (ry). (123)
Ahhoz, hogy (122)-nak megfelel6en beszélhesslink az EM tér fazisviszonyairdl, sziikséges, hogy
létezzen a ,fazis” fogalma. Amennyiben ugyanis az Eo téramplitudd térben gyorsabban
valtozik, mint a hulldmhossz, a fazisallapot térbeli valtozdsa elveszti értelmét. Az amplitudd
lassu valtozasa kizardlag egy bizonyos feltétel teljesiilése esetén valdsul meg (Id. 4.3 alfejezet),
aminek a szerepe az optikaban, és altaldban a hulldamtanban jelentds. Emiatt az aldbbiakban
roviden megvizsgaljuk ezt az esetet.
4.3. Lassan valtoz6 amplitudojua kozelités

A térbeli pozicid ro helyvektor korili kismérték( (Ar) helyzetvaltozds esetén a térerdsség a
kovetkezé alakban kozelithetd:

E(ry + Ar) ~ AE(ry) + E(ry) = A(Eo(xp) - e05T)) + E(ry) =
= AEy(rp) - eoS0) + By (ry) - AeoS5(0) + E(ry). (124)

Ha feltételezziik, hogy a térer6sség amplituddja térben sokkal lassabban valtozik mint a fazis,
akkor az elsé tagot elhanyagolhatjuk:

E(ro + Al‘) =~ Eo(ro) . AeikOS(I‘O) + E(ro) =
= Eo (ro) (o' (Foerad(Soarkos(ro)) _ ikos@)) 4 B(ry) (125)
A negativ elGjell tag pont akkora mint az utolsé konstans, tehat
E(r, + Ar) ~ E,(r,) - eikoS(ro) . eikograd(s(ro))Ar’ (126)
ami nem mas mint egy sikhulldm egyenlete, ahol a lokalis hullamszamvektor:

Kok = ko - grad(S(ry)). (127)
Ez az 6sszefliggés Ugy értelmezhetd, hogy lassan valtozd amplitudoju kozelitésben az EM tér
lokalisan Ugy viselkedik mint egy sikhullam, a térer6sség valtozasat pedig els6sorban a fazis
megvaltozasa vezérli és nem az amplitudodjé. Ez egyben azt is jelenti, hogy hulldmhosszrdl csak
és kizardlag a lassan vdltozd amplituddéju kozelitésben van értelme beszélni. Kés6bb, a
geometriai optikai kdzelités bevezetése utan (127) tovdbbi értelmet fog nyerni.
Most azt vizsgaljuk meg, hogy mit jelent (124)-ben a térer6sségamplitidd megvaltozdsanak
elhanyagoldsa. Ha J a Jakobi-matrix (129), akkor a megvaltozas a kdvetkezs alakban irhato fol:

|AE, (1) - e0S0)| « |Eq (1) - AetkoSt0)| =

= |JAr - eo500)| « |Eq(ry) - (iko - e™0ST) . grad(S(ry)) - Ar)|. (128)
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a a8 0
[ﬁ@&]

1205 o = (129)
[i 9 9
dx 0y 0z
Csak az x-vektorkomponenst kifejtve és egyszerdsitve a fazistényezével:
lgrad(Eoy) - Ar| < Eoy - ko - |grad(S(ry)) - Ar|, (130)
és a hibat felllrél becslilve (azaz feltesszik, hogy Ar || grad(Eox)):
rad(E,
'gE—("X)' < ko - |grad(S(rp))|- (131)
0x

Az 6sszefliggést geometriai optikai kdzelitésben fogjuk tudni jol értelmezni, Id. aldbb.

4.4. A geometriai optika alapegyenlete, érvényességi feltételek

A Helmholtz-egyenlet vektoridlis, de mivel a Laplace-operator skaldr mennyiség, az egyenlet
szétbonthaté fuggetlen vektorkomponensekre (Ex, Ey, E;). Csak az x-komponenst vizsgdlva
tehat:

VZE, (r) = —k2E,(1). (132)
Ebbe behelyettesitjliik a (122) prébafliggvényt:
V2(Egx(r) - eoSM) = —k2 . Ey (1) - e*oS®), (133)

Itt jol Iathatd, hogy a valds vektoramplitudd (Eox) és az eikonal (S) helyfliggbek, tehat a
tovabbiakban ezt nem jeloljik. Az aldbbi vektorazonossaggal az egyenlet bal oldala
atalakithato:

VZ(a-b)=a-V?b+2Va-Vb+b - Va. (134)
Az Gj egyenlet igy (az (r) helyfiggést mar nem jeldlve):
Eoy - V2e'hoS + 2VE,, - VetkoS + gtkoS . V2E, = —k? . By, - ekoS, (135)

Az elsé tagnal elvégziink egy azonos atalakitast V2u = V-V-u alapjan:
V2etkoS = y(VetkoS) = V(ik, - e'koS . VS) = —k3 - €05 . VS - VS + V2S - ik, - e™*0S (136)

ahol felhaszndltuk még V(a-b) = aVb + bVa -et is. A mdsodik tag egyszerlen atalakithaté a
l[dncszabdly alkalmazdasaval:

VekoS = jk, - etkoS . V8, (137)

(136)-et, (137)-t visszahelyettesitve (135)-be, és a minden tagban szerepld e*o® tényezével
egyszerUsitve a kovetkez6t kapjuk:

—kZ - Egy - VS - VS + Epy - V2S - iky + 2VEy - ik - VS + V2Eq, = —k% - Eq.  (138)

Ennek az 6sszefliggésnek van valds és képzetes része, mindkettének egyenlének kell lennie. A
valds részek egyenlGsége alapjan:

—kZ-Eqy - |VS|? + V2Ey, = —k? - Epy . (139)
Amennyiben
V2E | - A2
|V2Eyy| < k2 - Epy A & 4m?, (140)

0x
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igy (139) egyenletbdl kiesik a térerdsség:
k2 -|VS|2 =k? = |VS|?2=n2 (141)

Ez a geometriai optika alapegyenlete, az Un. eikondl-egyenlet. Egyszer( alakja azt fejezi ki,
hogy a geometriai optika kozelitésének érvényessége esetén az EM tér fazisvaltozasait nem
befolydsolja a térerGsségamplitudd valtozasa, csupan a torésmutatd-eloszlas. Az eikonadl-
egyenletbdl kovetkezik, hogy

|grad(s(r))| = n(r), (142)

ahol n(r) a lokalis torésmutatd. Az eikonal-egyenletet peremfeltételekkel egyiitt megoldva
(azaz az S értékét ismerni kell egy fellilet mentén) megkaphatjuk az eikondl értékét a tér
minden pontjaban.

A fentieknek megfelel6en a geometriai optikai kozelités csak akkor teljesul, ha mind a (131) és
(140) feltételek ki vannak elégitve. Ennek szemléletes jelentését az alabbiakban nézziik meg.

4.5. Lokalis sikhullamu kozelités

Ha a (131) feltétel mellett teljeslil a geometriai optika alapfeltétele is, azaz érvényes az
eikonal-egyenlet, akkor n = | grad(S)|, vagyis (127) alapjan a lokalis hullamszamvektor hossza:
Ko = ko - 1(8) = k(1) = Ap(r) =~ (143)
n(r)
A (126), (127) 6sszefliggések fontossaga itt érthet6 meg: azt mutatjak, hogy geometriai optikai
kozelitésben a fény a lokalis hullamfrontnormalis iranyaba terjed, fazisvaltozasat pedig
kizdrdlag a torésmutatd-eloszlds hatdrozza meg. (Diffrakcids jelenségeknél ez nem feltétlentil
van igy: a fazis értékét a tér egy adott pontjaban a térer6sségamplitudd is befolydsolhatja.)
Mivel ekkor a hullamhossz éppen megegyezik az adott torésmutatdju kozegben terjedd,
szintén w korfrekvenciadju sikhullém hullamhosszdval, ezért szoktak a geometriai optikat
lokdlis sikhullamu kézelitésnek is hivni, bar ez némileg félrevezet6 lehet, hiszen a
hulldmfrontok itt is lehetnek gorbiilt fellletek, feltéve, hogy a gorbuleti sugaruk sokkal
nagyobb a hulldmhossznal.

A lassan valtozd amplitudoju kozelités feltétele is geometriai optikai kozelitésben
értelmezhet6 kényelmesen. Az eikonal-egyenlet értelmében, némi atrendezés utan (131)-bdl
a kovetkez6t kapjuk:

|grad(Eoy)| - 4

EOX

« 2. (144)

A fenti kifejezés vagy ugy értelmezhets, hogy hulldamhossznyi szakaszon a relativ
térerGsségamplitudo-valtozdsnak elhanyagolhaté mértékilinek kell lennie, vagy pedig ugy,
hogy a hulldmhossznak kell sokkal kisebbnek lennie mint a térerésségvaltozas jellemzé térbeli
kiterjedése (nulla hulldamhosszisagu kozelités). Ennek szemléltetéséhez, ill. megértéséhez
tételezziik fel, hogy a térerésségamplitudd csak x-irdnyban valtozik, és rendezzik at (144)-et:

A L 2m . on

| 0x (145)
0E, '

Itt az abszolutérték fliggvényben |évé mennyiség annak a tdvolsagnak felel meg, amelyen az
Eox térer6sségamplitudé 0-ra csokken (elsérend kozelitésben).
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A (140) és (144) feltételek csak akkor teljesiilnek egyszerre, azaz akkor vagyunk a geometriai
optika érvényességi korén beliil, ha a térerésség-amplitudd relativ megvaltozasa (valamint a
masodik derivalt) hulldmhossznyi szakaszon elhanyagolhatd mérték(. Az allitas megforditva
taldan még érthetébb: akkor haszndlhatjuk a geometriai optikat, ha a hullamhossz nagyon kicsi
az EM tér amplitudé-valtozasainak jellemz6 térbeli kiterjedéséhez képest (az amplitudd nem
befolydsolja a fazist). Emiatt a geometriai optikat gyakran szokas ,nulla hullémhosszusdgu”
kozelitésnek is nevezni. Ez nem teljesil pl. arnyék szélén vagy fokuszpont kdzelében, ahol az
elébbi esetben a geometriai optika E-ben szakaddst, utdbbi esetben pedig szingularitast
eredményezne.

Az eikonal-egyenlet legf6bb alkalmazasi teriilete az inhomogén kézegek szamitasa. Példak:

o |égkori effektusok (naplemente, délibab)

o fénytorés gravitaciods térben lévé folyadékokban

e szemlencse

e bizonyos planar hullamvezetd lencsék

e gradiens lencsék szdloptikdhoz, lézerdiédahoz, leképezéshez
e elektronoptikak

e gravitaciods lencsék.
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5. FENYTERJEDES MODELLEZESE SUGAROPTIKAI ESZKOZOKKEL

5.1. Fazisviszonyok leirasa a geometriai optikaban

Hullamfront: S(r) = 4lland6 (fazisfront, konstans fazisu fellilet) ; k = ko-VS

P2
tetsz6leges ,g” gorbe

P1

r (helyvektor)

15. dbra. Az eikonal gradiensét tetsz6leges gorbén integralva a faziskilonbséget kapjuk.

(123) alapjan, geometriai optikai kozelitésben, a kovetkez6 integraldssal kaphatjuk meg az
elektromagneses tér A faziskésését a tér két pontja kozott (Id. 15. dbra):

Ap(Py, Py) = ko(S(P,) — S(Py)) = f ko - grad(S(r)) - dr, (146)
g

ahol ,g” tetsz6leges gbrbe. Amennyiben a fény eljut P1-bél P2-be, értelemszerten kell Iéteznie
legaldbb egy olyan g' gérbének, amelyre teljesil az, hogy érint6je minden pontban a lokalis
hulldmterjedés grad(S(r)) irdnydba mutat. Erre a gorbére a faziskésés:

Ap(P,P,) =k, J |grad(s())|dr = k, J n(r)dr = k, - OPL(P,, P,), (147)
g g

ahol felhaszndltuk (142)-t, és OPL (Optical Path Length) az optikai tithossz P1 és P, kozott. A
fenti egyenletet (146)-el 6sszevetve: AS = OPL, g' mentén torténd integrdlas esetén! A g'
specidlis gorbe tovabbi tulajdonsaga, hogy minden pontban meréleges a hulldmfrontra, mivel
érintGje grad(S) iranyd, amely vektor pedig definicié szerint merGleges az S = all. feliiletekre,
azaz a hullamfrontokra. A fent definidlt g' gorbéket fénysugaraknak nevezzik. Az eikonal-
egyenlet érzéketlen a grad(S) elGjelére (azaz a fénysugar irdnyara), ami megfelel annak az
allitasnak, hogy a fénysugarak megfordithatok.

Fénysugar-definicié 1.: a fénysugar olyan gorbe, amely minden pontban meréleges a
hulldmfrontokra, illetve érintGje grad(S) iranyaba mutat. Mivel a a hulldmszamvektor (k)
definicid szerint mer6leges a hullamfrontokra, a fénysugar érintGje k irdnyaba mutat. Ha az
optikai Uthosszat fénysugar mentén mérjiik AS = OPL.

hulldmfront

16. abra. A hullamfrontok és fénysugarak kapcsolata.
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Fénytorés kozeghataron: Igazolhatd (Id. pl. [6]), hogy k6zeghatarhoz érve a geometriai optikai
kozelitésben a fénysugarakra érvényes a Snellius-Descartes torvény. Mivel a torési torvény
altaldnos érvényessége sikhulldmokra levezethet6 (Id. kordbban), ez az 6sszefliggés tovabb
noveli a lokalis sikhulldmu kozelités analdgidjat.

5.2. Energetikai viszonyok leirasa a geometriai optikaban
Poynting-vektor: S(r,t) = E(r,t) X H(r, t) (teljesitmény-siir(iség vektor, E = Re{E} ! )

A teljesitmény-slrliség vektor id&atlaga monokromatikus tér esetében izotrép
dielektrikumban, geometriai optikai kdzelitésben:

Eo(n) x B3(r)  k [Eo(m)|"  k Es(r)? VS ko Eo(r)?

(8(r,0)) = 2 pw 2 pw 2 n  uw 2

VS.  (148)

”

E vektor hosszat nevezziik ,I” intenzitdsnak. Egy infinitezimdlis dA feliileten athaladd
teljesitmény az intenzitds segitségével a kovetkez8képpen irhato fel, Id. 17. dbra:

dP(r) = (S(r,t))-dA = I(r) - dA - cos(0) (149)

dA S(r, t)
(S(r.t))

17. abra. A Poynting-vektor, a térerésségvektorok és a felliletnormalis elhelyezkedése.

A (148) egyenlet azt is igazolja, hogy a geometriai optika érvényességi feltételének fennallasa
esetén izotrop kozegben a Poynting-vektor és az eikonal gradiense egy irdnyba mutat.

Fénysugar-definicié 2.: olyan gorbe, amelynek érint6je minden pontban a teljesitmény-
slr(iség vektor irdnyaba mutat, Id. 18 dbra. Az 1. és 2. definicid izotrdp kézegben egyenértékd.

Poynting-vektor

/y fénysugar

18. abra. A fénysugar érint6je a Poynting-vektor iranyaba mutat.

Fénynyalab: fénysugarak altal hatarolt csészer( tartomany, amelybdl az energia nem képes
kilépni kivéve az els6 és hatso fellleteken at (a geometriai kdzelités érvényességi korén beldl).
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5.3. A geometriai optika intenzitastérvénye
A (138) egyenlet képzetes részeinek egyenl&ségébdl pedig a kovetkezd 6sszefliggést kapjuk:
Eoy - V2S + 2VE,, VS = 0, (150)

ami az Un. transzport-egyenlet, forrdsmentes esetben. Ennek segitségével az eikondl
ismeretében a térerdsség pontrél-pontra meghatarozhatd. Erdemes észrevenni, hogy ezen
egyenlet felirasandl nem hasznaltuk a geometriai optikai kozelitést, csak a lassan valtozé
amplituddjét.

A (150) transzport-egyenlet egyszer( azonos atalakitasokkal a kévetkez6 formara hozhato (Id.
[7], 7.3 fejezet):

V(EZ -VS) =0, (151)

amelybdl pl. az latszik, hogy homogén kozegben terjedd sikhullam esetén (VS = const.) a
térer8sség-amplitudd térben nem valtozik. A zardjelben szereplé tag aranyos az x-
térerésségkomponens Poynting-vektoranak idéatlagaval, azaz az intenzitassal, Id. (148).
Mindhdrom térer6sségkomponensre folirva ugyanezt az egyenletet és 0Osszegezve az
eredményeket a kdvetkez6t kapjuk:

VS)=0 < jE(S) .dA = 0. (152)

Mivel a fénysugarak parhuzamosak a Poynting-vektorral, a (152) egyenlet ekvivalens az
energiamegmaradas torvényébdl is kovetkezd Osszefliggéssel, az infinitezimalisan keskeny
fénynyaldbokra érvényes un. intenzitdstérvénnyel:

(S1> -dA, = <Sz) -dA,, (153)

mely olyan (Un. ,reguldris”) tértartomanyban igaz, ahol a fénysugarak nem keresztez6dnek.

A3

&

/

<S>

A\

19. abra. Az intenzitastorvény szemléltetése egy fénynyaldb esetén.

5.4. A fénysugarak egyenlete ivhossz szerinti paraméterezésben
A fénysugarakat az eikonallal definiadltuk, ezért egyenletiiket az eikonal-egyenletbdl vezetjik
le. Fénysugar = térgorbe, jeldljik ,g”-vel. A g megaddsa, p paraméter fliggvényében:

g r=r(p) (154)

alaku, amit a gorbe paraméterezésének neveziink. A fenti egyenletben r a fénysugar palyajat
letapogatd helyvektor. Mivel a fénysugar parhuzamos grad S-el, valamint grad S(r) L S(r) =

const. (hullamfront), és dr(p)/dp | g gorbe érintdje, felirhatd, hogy:
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dr(p)
dp

A g gorbéneknek végtelen sok paraméterezése létezik, mert ha r(p) paraméterezés, akkor
r(g(p)) is az, feltéve, hogy qg(p) szig. mon. folytonos és az elsé derivaltja is folytonos. Emiatt a
sugarak egyenlete tartalmaz egy hatdrozatlan fliggvényt. Egy adott gorbe két
paraméterezésének a derivaltjai kozott a kovetkez6 dsszefliggés all fonn:

dr(p) _ dr(q)dq
dp  dqg dp’

ha g(p) jelenti a kapcsolatot a két paraméter kézott. Mivel dg/dp skaldr mennyiség, a fenti
kifejezés azt jelenti, hogy egy gorbe kiilonb6z6 paraméterek szerinti derivaltvektorai mind
ugyanabba az irdnyba mutatnak (a gorbe érintGje), csak a nagysaguk eltérd. Ezek szerint
bizonyosan létezik egy olyan r(g) paraméterezés, amire igaz, hogy

~ grad(S(r)). (155)

(156)

dr
dr(@) _ grad(S(r)). (157)
dgq
A (157) 6sszefliggést behelyettesitve (156)-be a kdvetkez6t kapjuk:
dr(p) dq
ap = @ . grad(S(r)) = f(p) - grad(S(r)), (158)

ahol f(p) egy tetsz6leges fliggvény, amely az r(p) gorbe alakjat nem befolyasolja, csak a
paraméterezését. Amennyiben az f(p) = 1/n(r) fliggvényt valasztjuk, (158)-bél a kovetkezé lesz:

dr(p) _ grad(S(r))
dp n(r) '
Az eikondl-egyenlet miatt ez egy egységvektor, és matematikabdl tudjuk, hogy egy gorbe

ivhossz szerinti szerinti derivaltja az az érint6 iranyu egységvektor. Vagyis ekkor p = s, ami a
fénysugar mentén mért ivhossz. Ezt beirva a (159) egyenletbe, és kicsit atrendezve:

(159)

n(r(s))9{£§2:: VS(r(s)). (160)

Az eikondl helyett a gyakorlatban kényelmesebb a torésmutatdoval szamolni. A (141)
eikonalegyenlet alapjan ez ugy tehet6 meg, ha (160)-ba valahogy be tudjuk hozni |VS]|?-et.
Ehhez el6szor ivhossz szerint derivaljuk még egyszer:

d ( dr) _d VS 161
as\"'ds) Tds (161)
Ezutan alakitsuk at az egyenlet jobb oldalat az aldbbiak szerint:
45— w.vs). Ir 162
ds = ds’ (162)
majd ebben dr(s)/ds helyére irjuk be a (159) 6sszefliggést:
vs 11 df? df
. —_—=—.—.V. 2 Id —=2f.— 1
(V-VS) =3 V- |VS]| <d I f I (163)
Az eikonalegyenlet felhasznalasaval a kifejezés tovabb egyszeriisodik:
11
— V(n?) = Vn = grad(n). (164)
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Ezt egyenlévé téve (161) bal oldaldval megkapjuk a sugarak ivhossz-szerinti paraméterezésben
felirt differencidlegyenletét:

d ( dr) d(n) 165
—|(n-—) =grad(n),

ds ds & (165)

ahol r(s) a megoldasgorbe paraméterezése. Példa—homogén kozegek esete (n = const.). Ekkor
a sugarak differencialegyenlete a kovetkezd alakra egyszer(isodik:

d'r =0 166
ds2 ( )

aminek a megolddasat kétszeres integralas utan megkapjuk:
r=a-s+b>b, (167)

ahol a és b tetsz6leges (a peremfeltételek altal meghatarozott) konstans vektorok. Ez azt
jelenti, hogy homogén kozegben a fénysugar egyenes vonal, amely athalad a b-vel megjelolt
ponton, és a irdnyba mutat.
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6. A GEOMETRIAI OPTIKA PARAXIALIS KOZELITESE

A geometriai optika alkalmazasi teriletei

o képalkotérendszerek (mi ezzel foglalkozunk)
e megvilagitérendszerek (Id. a kiilonallé ,,Megvilagitéorendszerek tervezése” targyat)

Képalkotd- és megyvilagitorendszerek geometriai modellezésénél a targyat / fényforrast térben
koherens forrasok (pontforrasok) 6sszegére bontjuk.

Geometriai optikai kézelitések a képalkotasban

e valds sugaratvezetés (torés, terjedés ismételgetése) - képalkotasi hibak, optimalizacid
e harmadrendi kozelités (aberracié elmélet) - képalkotasi hibak analizise
e elsérend( (paraxidlis) kozelités - nagyitds, targy-kép helyzet, fényerd, max. felbontds

Idealis képalkotas — egyszerd(isitett definicio

e pontot pontba képez le, azaz a képpont és a targypont , konjugdltjai” egymdsnak

e a képalkoté rendszerben van egy 6nmagdba képzdd6 tengely (pl. forgdszimmetrikus),
ez az un. optikai tengely

e optikai tengelyre meréleges sikban Iévé geometriai alakzatok hasonld alakzatokba
képzbédnek le (azaz torzitdsmentesen)

Idedlis képalkotds esetén a targy és képpont kozott végtelen szamu fénysugdr-palyat
taldlhatunk. A Fermat-el értelmében viszont csak azon gorbe mentén haladhat a fény, ahol az
optikai Uthossz elsé rendben stacionarius. A latszélagos ellentmondas felolddsa az, hogy a
targy és képpont kozotti 6sszes fénysugdr mentén az optikai Uthossz megegyezik.

6.1. Elsorendi (paraxialis) kozelités (Gauss-optika)

A paraxidlis kozelités feltételei:

sin(@) =~ tg(8) = 0 [O]=rad ; (ezért ,els6rend’” a kozelités)
yKLr el6jeles mennyiségek!

Azaz a paraxidlis fénysugarak az optikai tengely kozelében, vele kis sz6get bezarva haladnak,
és a fellletek sikkal kézelithetéek. Ezekbdl kbvetkezik: gombhulldam ~ paraboloid fellilet.

S y a; - beesési szog
a .
1 N ay - torési szég

f2 - fékusztavolsag

20. abra. Egy gombi toréfeliilet fékusztavolsaganak
meghatarozasa paraxialis kozelitésben.
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Fékuszpont: az optikai tengelyen Iévé, végtelen tavoli tdrgypont képe (parax. kdzelitésben!)

Fokusztdvolsdg meghatarozasa egyetlen toréfeliilet esetén:

na; = NQ; fénytorés n
Oy =Y feliletnormalis ¢ = f, =17, ——— [a] = rad! (168)
fola; —az) =y1  idedlis leképzés M2 =M
Tukor targyaldsa formalisan: n, = -n1. Téréberé:
n, n,-—
p,a2=2 [dioptria 2 m™1] (169)
f2 2

A toréer6t angol nyelvl szakirodalomban szoktdk ¢ szimbdlummal is jel6lni. Két, nulla
tavolsagra egymas mogé helyezett (1. és 2. sz.) fellilet esetén:

Pereas = P1 + P, (170)

Paraxidlis kozelitésben a fénytorés ill. szabadtéri terjedés az x-z és y-z sikokban egymastol
fliggetlenll szdmolhatd! Ez a kozelités teljesiti az idedlis leképzés feltételeit! (A levezetést Id.
[6], I. kotet, 2.3.4 alfejezet.)

1. feltlet 2. feltlet

21. abra. A fénysugar-koordinatdk szemléltetése.

A paraxialis kozelités alapkérdése az, hogy ha egy adott 1. sikon adott a fénysugar pozicidja és
iranya (y1; 64), akkor egy tovabbi 2. sikon mekkora (y2; ). Mivel a kdzelités linearis, a valasz
matrixos formaban fogalmazhato meg. Az x-z / y-z fliggetlenség miatt csak y-z sikban felirva:

Y2 ] [A B] [ V1 ]
= . 171
n,0, ¢ Dl Iny6; ( )
A fénysugdr irdnyat leird6 n-@ mennyiséget optikai irdnykoszinusznak nevezzik.
Hengerszimmetrikus rendszerben az x-z irdnyban felirt egyenletrendszernek is ugyanaz az
ABCD matrixa a vizsgalt 1.-2. sikok kdzo6tt mint a fent bemutatott. (171) alapjan a fénysugarak
helykoorinata-transzformacidja a kovetkez6 egyenletekkel irhato le:

y2=A-y; +B-(n,0,)

172
128, = C-y; + D - (0,6,) (172)

Amennyiben a sikpar két tagja kozott leképezés all fonn, az y. helykoorinata fliggetlen a
fénysugar indulasi irdnyatol, ami csak akkor lehet igaz, ha B = 0. Ekkor igen kdnnyen belathatd

hogy:
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A=m

n

Dzma-—2 ha y; =0 (173)
n

Az m és m, definicioit Id. 6.2-ben. A gdmbi fellileten |étrejové fénytdrés ABCD matrixa (ha a

két sik egybeesik egymassal és atoréfelilettel):

1 0
R = [—P1 1], (174)
ahol P; a fellilet tor6ereje (értelmezést Id. fentebb). Szabadtéri terjedés ABCD matrixa:
d
T= [1 Yy . (175)
0 1

ahol d1 az 1. és 2. sik tavolsaga, n1 a kozottik mért térésmutatd. Itt fontos észrevenni, hogy a
sik fellleteknek zérus a torGerejik. Egy N felliletbsl allé Osszetett rendszer M matrixat
értelemszerlen a fenti elemi matrixok szorzata adja:

M=TN’RN’...'T2'R2'T1. (176)

6.2. Képszerkesztés vékonylencse esetén, paraxialis képalkotas jellemz6i

vastagsag << lencsefelliletek gorbileti sugarai

s,s' —targy-, képtavolsag
f — képoldali fokusztavolsag (f' = s, ha s = —x)
y,y' —targy-, képmagassag
0, 0' —targyszog, képszog (torési torvénybbl: n-0=n'-0")
m — transzverzalis nagyitas (m £ y'/y )
mi — longitudinalis nagyitas (m, £ ds'/ 9s)
me  —szognagyitas (m« 2 a'/a)
NA — targyoldali numerikus apertira (NA £ n-sina ) — ez nem paraxidlis mennyiség
A s’
Vi n o
- — P ,
0 - *
y \\\\\ - - - 5
. - S0 = - S
.\'\ a | T 3 - 1 z
'~ ;f;~<;f_ y
S .- =" s"‘~-‘_ o
5 .\.\‘ ./‘/‘ ssih‘ -~
- ¥ -

22. abra. Leképezés megszerkesztése vékonylencse esetén. A tavolsagok és szogek elbjeles
mennyiségek! Tehat az dbrdans'>0,des<0,ésa'>0de a<O.
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Kénnyen levezethet6, alapvetd paraxialis torvényszerlségek (nem csak vékonylencsék esetén
érvényesek, Id. fésikok alabb):

(177)
(Lagrange — Helmholtz — egyenlet) = A-D =1

6.3. Idealis leképezés dsszetett optikai rendszerrel

Tétel: paraxialis kozelitésben minden optikai rendszer idedlisan képezi le egy homogén
targytér minden pontjat egy homogén képtérbe, ha létezik legalabb egy olyan sugar, amelyik
mind a targytérben mind a képtérben metszi az optikai tengelyt.

Az aldbbiakban megnézziik e tétel levezetését. Legyen egy optikai rendszernél a z1-z; sikpar
az, ahol e metszés bekovetkezik, és jellemezzik e két sik kozotti fényterjedést az ABCD
matrixszal (M). Ha van egy az optikai tengellyel szoget bezard fénysugar, amelyre igaz, hogy y1
= yy = 0, akkor ez csak ugy lehetséges, ha B = 0, vagyis a két sik kozott leképezésnek kell
fonnallnia. A z1-z> sikpart referenciasikoknak tekintve most azt vizsgaljuk meg, hogy egy
tetsz6leges masik z1 + Az; helyzet( targysikhoz létezik-e képsik. Ezen feltételezett képsik helye
legyen z; + Az,. Mivel a (z1; z2) sikokhoz tartozd M matrixot tekintjlik adottnak, ezzel fejezziik
ki az eltolt sikparhoz tartozé M’ matrixot:

M, = TZ . M . Tl' (178)
y Z1 zl+Az1 z, 22+Az2
Ml
®
Az, Azz
@o— o—»
——d L. A . ?_;_ ........ >
jTl T, g
n, ] M L n,

23. abra. Magyarazat az M’ matrix felirdsahoz.

A szabadtéri terjedés matrixanak (175) altalanos alakja alapjan:

L Az L Az,
Tl = ny és T2 = [ n, |- (179)
0 1 0 1

A matrixszorzas utan a B’ egyitthaté értéke (csak ez tartalmazza B-t):
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Az, Az, \Az;
B’=B+—D—(A+—C)—. (180)
n; n; n

A két eredeti referenciasik kozott definicionk szerint leképezés all fonn, tehat B = 0, valamint
a Lagrange-Helmholtz-egyenlet miatt (szintén leképezés esetén):

A-D=1 (181)
Vagyis A’‘B’C’'D’-re a kovetkez6t kapjuk:

Az Az Az Az
A B’ nZC A 721 _(A nzc)nl]
_ 2 ‘N, 2 1
[Cl DI] - | AZ]_ . (182)
C D———C J
ny

Mivel a fenti szamolas alapjan C' = C, értéke targy és képsikhelyzet-fliggetlen, tehat C a vizsgalt
optikai rendszer egy jellemzd paramétere. Ennek a jelentésége a 6.4 alfejezetben nyer majd
értelmet. Ha a Az1 és Az-vel eltolt sikok kozott is leképezés all fonn, akkor B’ = 0, amibdl:

n, 1 ny C

—_— - =__ 1
Az, A%?Az, A (183)

Ez a lencsetérvény altalanos alakja, tetszéleges leképezést leird referenciasikokhoz képest.

6.4. Osszetett lencserendszerek targyalasa fésikok segitségével

Fosikok: az a targy-képsik par, amelyre definicié szerint igaz: m = +1. llyen minden optikai
rendszernél meghatarozhaté. A fésikok helyzete egyértelmdi.

Ha referenciasiknak a f6sikokat valasztjuk (A = +1), (183) az alabbi egyszer(i alakot 6lti:

e W, 184

Az, Az, (184)
Tartson Az; a minusz végtelenhez. Ekkor Az; definicid szerint a képoldali fokuszpont helyzetét
adja:

! ! !

Fraa c n n pa n
= Az, ; =——=—-—=; £ —,

2 Az, f' f'
ahol bevezettiik a toréerd fogalmat (P), valamint a targy és képoldali térésmutatdkat: n £ nq
ésn'2 ny. Az f' képoldali fGsiktdl mért tavolsagot effektiv fokusztdvolsagnak nevezziik. Ezekkel
megkapjuk a lencsetorvény jol ismert, Gauss-féle alakjat (s £ Az1 és s’ £ Azy):

(185)

n n n n n n

=— = —=—+4—.
fl Sl fl S

Ha tehat a fdsikoktdl mérjuk a targy és képtdvolsagot, illetve a fokusztavolsagot (effektiv

fokusztavolsag), akkor tetszéleges lencserendszer esetén érvényes a lencsetorvény!

186
s’ s ( )

Specialis lencserendszerek: teleobjektiv, ferekiv > szerkezeti hossz (Id. fényképez6gép)
inverz teleobjektiv, hatsé fokusztavolsag > fefrektiv (Id. projektor)
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24. abra. A fésikok helyzetének grafikus meghatarozasa. Részleteket Id. az el6addson.
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7. KETHULLAMU INTERFERENCIA
Forrasok: [1], [3], [6], [8]

7.1. Az interferencia fogalma

Az el6z6ekben bemutatott geometriai optikai (azaz nulla hulldmhosszisagu) kozelitésben
differencialegyenletekkel irtuk le az EM hullamok fazisdnak és intenzitasanak térbeli
valtozasat. Mivel ennek a targyaldsmddnak az a feltételezés az alapja, hogy a terjedést nem
befolyasolja a tér amplituddja (csak a torésmutato térbeli eloszldsa), a nyaldb egyik részének
a masikra gyakorolt hatadsa igy nem irhaté le. Ezt Ugy fogalmaztuk meg, hogy a geometriai
optikai differencidlegyenletek csak reguldris tartomanyokban haszndlhaték, azaz ott, ahol a
hulldm egyik irdnybdl érkez6 része sosem fed at a masik irdnybodl érkezé részeivel (masképpen:
amikor a fénysugarak nem keresztezik egymdst). Emiatt a hidnyossdg miatt a
differencidlegyenletes leirdsmddot csak korlatozottan lehet alkalmazni. Helyette inkabb az
energia és fazisterjedés iranyat reprezentdld fénysugarakat haszndljdk a fényeloszlds
meghatdrozasara. Minden fénysugarhoz rendelheté egy kis teljesitményadag. Ezeket
inkoherens (azaz diffuz) megvilagitas esetén az optikai rendszer tetsz6leges feliiletére
Osszegezve meghatarozhatjuk az ott athataladd teljesitményt, felilletegységre vonatkoztatva
pedig az intenzitast. Egyszerlien megfogalmazva: ahol sirlbb a fénysugarak fellllet menti
eloszlasa ott nagyobb az intenzitds, ahol ritkdbb ott kisebb. Térben és id6ben koherens
sugarzasokra (pl. lézerfény) az 6sszegzést nem teljesitmény, hanem komplex ampitudoéra
vonatkoztatva kell elvégezni — ilyen esetekben interferencia lép fel.

Az interferencia az a jelenség, amikor két v. tobb diszkrét hullam fazishelyes szuperpoziciéja
soran a térben dlldhullimkép alakul ki, ami elektromdgneses hullamok esetén (altaldban)
sotét-vilagos interferenciacsikok formdjaban figyelhet6 meg. A modellezését gyakran
geometriai optikai kozelitésben szoktak elvégezni, amikor az interferald nyalabok fazisat a
fénysugarak mentén mért Uthosszbdél hatarozzdk meg, a kozegben mért hulldmhossznak 2
radian fazistolast megfeleltetve. A diszkrét szuperpozicidé természetesen olyan esetekben is
hasznalhatd, amikor a kélcsonhaté nyalabok terjedése csak diffrakciéval irhaté le.

Mi a tovabbiakban a geometriai optikai leirdasmdddal foglalkozunk. Mint azt mar lattuk, az
eikondl segitségével a tér fazisanak hely- és id6fliggése a kovetkez6képpen adhatd meg:

E(r,t) = Eo(r) - e~ i@t . koS = E (1) . e~ i@t . gio(®), (187)

ahol Eo(r) jeldli a térerésség valds vektoramplitudéjat. Itt ismét alkalmazzuk a pozitiv térbeli
fazisterjedés modszerét. Geometriai optikai kozelitésben a lokalis hullamszamvektor:

Kok = ko - grad(S(r)). (188)
Mivel n = |grad(S) |, ennek hossza a kdvetkezé:
kiok = ko - n(r) = Aor(r) = 4o/n(r). (189)
A fény két pont (P1 és P,) kozotti faziskilonbsége tehat:
8PP, = ko | ()l = ko - OPLEP, Py), (190)
g
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ahol g — g(r) egy tetsz6leges fénysugdr palydja. A téramplitudodt az egyszer(iség kedvéért a
tovabbiakban skaldr mennyiségnek fogjuk tekinteni, vagyis azt feltételezziik, hogy az EM tér
polarizacids allapota a fényterjedés soran kb. valtozatlan marad:

E(r,t) - E(r,t) ; Eo(r) = Eo(r). (191)

Ez akkor igaz, ha a vizsgalt fénynyaldbok nem zarnak be tul nagy sz6get egymadssal. Az altalanos
esetet a teljesség kedvéért a fejezet végén |évl kiegészitd anyagban targyaljuk réviden.

Az interferenciajelenségek csoportositadsa

Komponensek alapjan:  kéthullam 4 %

tobbhulldam
Al
Létrehozdsi méd alapjan: amplituddosztas — o | | | | |:>
, . =lpAlll=
hulldmfrontosztas =

All6hulldm kép alapjan:  helyfiiggs interferencia

iranyfliggd interferencia

—— =&

Fényut alapjan: egyszeres athaladasu vagy kétszeres athaladasu

kétutas vagy kozos utas

Kozelitések, feltételek, jelolések

Kozelitések: homogén, linearis, izotrép kozeg, skalar kozelités

Feltétel 1: azonos frekvencia (kilénben nincs alléhullam)
Feltétel 2: azonos polarizacié (kilénben nincs érzékelhet6 szuperpozicio)
Feltétel 3: térben és id6ben koherens hullamok
(kilonben a lathatdsag romlik, Id. b6vebben kés6bb)

Feltétel 4: a hulldmok intenzitasa legyen azonos (kilénben a lathatésag romlik)
Jelolések: T — periddusidé v — frekvencia (= 1/T)

w — korfrekvencia (= 25t/T) A — hulldmhossz (k6zegben)

k= hullamszam (= 2t/ A) v — fény fazissebessége kézegben (=A-v=w / k)

Miiszaki példak kéthulldm interferenciara
Hulldmfrontoszto:

a) Young-féle kétréses kisérlet
b) Lloyd-tukor
c) Fresnel-biprizma
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c)

25. abra. Hulldmfrontoszté interferométerek vazlatos felépitése. a) Young-féle kétréses
kisérlet, b) Lloyd-tiikor, c) Fresnel-féle biprizma.

Amplituddosztoé:

a) Michelson-interferométer (Id. még Twyman-Green-interferométer)

b) Mach-Zehnder-interferométer

c) Fizeau interferométer (pl. légrés két Gveglemez kdzott, Newton-gy(irik)
d) Sikparhuzamos lemez (nyird interferométer — shearing interferometer)

2) T b) A

’ /, : *
———

sl 1 J

26. abra. Példak amplituddosztd interferométerekre. d) esetében tokéletesen parhuzamos
lemezzel akkor latunk csikokat, ha a beérkez6 hullam gorbilt hulldmfrontokkal rendelkezik.

A Michelson-interferométert tavolsagmérésre, Fourier-transzormacios (FTIR) spektrosz-
kopiara, felliletalak mérésre, gravitacids hulldm detektdlasra (LIGO) hasznaljak, a Mach-
Zehndert holografikus elrendezésekben, gazok torésmutatdjanak mérésére vagy kvantumos
szamitdsoknal alkalmazzak, Fizeau-interferométereket els6sorban feliilet és hulldmfrontalak
mérésre haszndlnak, a nyird6 interferométereket pedig |ézerek kollimaltsaganak
vizsgalatara/beallitdsdra hasznaljak (azaz annak eldéntésére, mennyire sik a hulldmfrontjuk).
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7.2. Keétsikhullam interferenciaja paraxialis kozelitésben

Vizsgaljuk meg a legegyszer(ibb esetet, amikor két azonos irdnyban linearisan polarizalt, de

nem azonos irdnyban terjedd sikhullam taldlkozik:
El(l', t) = E01 COS(_(JJt + kll' + (pl) = EOl COS(q)l) (192)
Ez(r, t) = EOZ COS(_(JJt + kzr + (pz) = EOZ COS(CDZ)

Ennél a targyalasnal kivételesen valds terminoldgiat hasznalunk, az intenzitasszamolasnal ui.
igy latvanyosabb lesz az id6atlagolas hatasa. Az eredé térerésség igy:

E(r,t) = E;(r,t) + E,(r, t). (193)
k1
XWLZ' = ?
° r o
D1
k2

27. abra. Az alapprobléma felvazoldsa: két ferdén terjed6 sikhullam interferencidja.
A terjedés irdnyara merdGleges teljesitménys(iriséget a Poynting-vektor hossza adja meg:
S(r,t) = E(r,t) X H(r, t), (194)

amely dielektrikumban terjedd sikhullam esetén a kovetkezd alaku:
k
S(r,t) =—E(,t)? =ve-E(r,t) (195)
Hw
A fenti képletben ,v” jeloli a terjedési (fazis)sebességet. S-nek T id6ére vett idGatlaga az
intenzitas:
I(r,T) 2 (S(r,t)) = I(r) = ve - (E(r,t)?), (196)

mivel harmonikus jel esetén ,,I” T-t6l fliggetlen, ha T — co. Amennyiben ki kdzel parhuzamos
ka2-vel, azaz paraxialis kdzelitésben vagyunk, E helyére sikhullamok 6sszegét is beirhatjuk az
ered6 intenzitds meghatarozdsa végett. Nagyszogl fényterjedés esetén Ei1 és Ex; nem
parhuzamos, ami bonyolultabb3 teszi a targyaldst (Id. kiegészit6 anyag), bar ugyanarra az
eredményre fog vezetni, mint amit itt kapunk. Tehat paraxidlis, skaldr kozelitésben az
interferenciakép intenzitasa a kovetkez6:

I(r) = ve - (B (r,0) + B, (r, D)) (197)
A négyzetreemelés argumentumadba behelyettesitve az (192) térerdsségeket:
(E,(r,t) + E(r, 1:))2 = EZ, cos?(®,) + EZ, cos?(®,) + 2Eq,Ey, cos(®;) cos(P,). (198)

A vegyes szorzat a 2cos(a)cos(f3) = cos(a—[3) + cos(a+[3) azonossag felhaszndalasaval:

2E01E02 COS((I)l) COS(d)Z) = E01E02 (COS((Dl - (DZ) + COS((Dl + (Dz)) (199)
A faziskulonbséget leird tag (192) alapjan id6fliggetlen:
6(1‘) e cbl - cbz = ((1) - w)t + (kl - kz)r + (g01 - g02) = Ak T+ A(p (200)
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A fazisok 6sszege pedig:
ch + CDZ = Zwt + (kl + kz)r + ((pl + (pz), (201)
aminek a koszinusza az id6atlagolas utan zérus. igy (197)-bél a kdvetkezé marad:
ve
I(r) = — (E&, + EZ, + 2Eq, Eo, cos(8(T))). (202)

Mivel a két nyaldb w-ja azonos, az atlagoldsnal az id6fligg6 tagok kiesnek, tehat interferencia
lép fel: az intenzitaskép id6ben allandé, és a ,,cos” fliggvény miatt periddikusan valtozik 6-val.

Az interferencia komplex jel6lésméddal egyszer(ibben is leirhaté:
veE . . - .\ VE . . - - - -
I=—- (E,+E,) (E,+E) = - (E\E; + E,E; + ELE5 + ELEY), (203)
ahol * jel6li a komplex konjugaltat és

E‘vl =Ey - el-wt+kir+eq) &g EZ =E,, - el-wt+kar+ez) (204)

Ez a mddszer természetesen ugyanarra vezet mint (202), csak elrejti el6liink az id6atlagolast.
Ha a térerGsségeket a komplex sikon abrazoljuk, a jelenség a kbvetkez6 mdédon értelmezhetd:

28. abra. Fazorosszegzés

Ap-n keresztiil a faziskilonbséghez hozzdadddhat optikai Uthosszkiilonbség (OPD — Optical
Path Difference), vagy id6késleltetés (At):

2T
OPD 2 OPL, — OPL, ; Agp = TOPD ; At =1t —t, ; Ap = wAt. (205)
0

29. abra. Sikhullamok interferencidja geometriai optikai kozelitésben.
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Csiksereg térbeli periodusanak meghatarozasa

30. abra. Interferogram hulldmszam-vektoranak (Ak) meghatdrozasa.

(200)-b6l 1atszik, hogy a csiksereg hullamszamvektora formailag mintha Ak = ki — k; lenne. Ebbdl
a térbeli csikperiddus (A) konnyen megkaphato:

Ak 21 A 21 21 21 A Ao (206)
A Ak |k — Ky Z-ZTHSine 2sinf 2-nsinf
7.3. Az interferenciacsikok lathatosaga
Legyen a két hulldm intenzitasa kilon-kilon /1 és I,. Ekkor (202) a kdvetkez6 alaku lesz:
ve ve
I = 71551 i L, = 7532 = I(r) =1 + I, + 2\/I;1; cos(8(r)). (207)
Az I(6) fuggvényt (azaz interferogrammot) az aldbbi diagrammon dbrazoltuk.
lmax
konstruktiv | A
interferencia 21,1, = Imax = Imin
2
— 11 + 12 — Imax -Zl' Imin
S
-~
=3 destruktiv
interferencia
Imin
0 } ‘
0 n T 6 [rad]

31. abra. Interferogram szemléltetése a faziskilonbség () fliggvényében.

Az interferenciajelenségek er@sségét az un. Idthatdsdggal jellemezziik. A lathatdsag
definicidja a kovetkezd, ami (207) alapjan szamolhatd ki:

(Imax - Imin)/z _ Imax - Imin _ 2\/ 11[2 (208)
(Imax + Imin)/z Imax + Imin 11 + 12 .

Vmax =1, ha I1 = I,. Ebben az esetben:

I(r) =21 - (1 + cos(5(r))). (209)

Ez az alak kés6bb, a statisztikus optika targyalasanal valik majd nagy jelent6séglivé.

V£
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7.4. Példa: sikparhuzamos lemez

A felliletre bees6, athalado és visszavert sikhulldmokat egy-egy fénysugdrral reprezentdljuk.

32. abra. Sikparhuzamos lemez interferencidjanak targyaldsa kéthullamu kozelitésben.

Feltétel: a reflektancia kicsi: R << 1 (pl. levegd-liveg esetén 4% meréleges beesésnél). Ekkor:

cos 6, cos 0, 5
L=LR ; LL=0L(1-R) cos, R(1—-R) cos 0, =L R(1—-R)* =R
_ cos 6, cost, . 5 3
I3 =1(1—-R) cos, RRR(1—R) cos 0, - LR>(1 —R)* = IR, (210)

ahol felhaszndltuk az intenzitas és a transzmittancia kozotti kapcsolatot ferde beesés esetén
leird (92) Osszefliggést is. (210) alapjan /1 = I, és I3 << |1, tehdat az interferenciajelenség
kéthulldam kozelitésben targyalhaté. A fellletekrél visszavert két sikhulldm kozotti
faziskilonbség az optikai Uthossz alapjan szamolhaté:

2d
M2 cos(6,)

Mivel n; > n1 esetén B pontban (forditott esetben C pontban) az elektromagneses tér reflexié
esetén it fazisugrdst szenved, a BD'-BD kozotti fazistolas:

OPDgp_gp = ny - 2d - sin(6,) tg(6,) = 2d - n, cos(6,) . (211)

21 41 - n,d

—t+nm=—F—cos0, tm (212)
Ao Ao

A fenti egy egyszerdsitett targyaldsi médja a felliletek altal okozott fazistoldsnak. Altalanos
esetben egy (203)-szer( egyenletet kellene felirnunk az interferenciara, figyelembe véve a p

reflexios tényezs esetleges komplex értékét (Id. pl. fémek és teljes bels6 visszaverddés).

5 = OPDBD'—BD .

(207) egyenlet alapjan konstruktiv interferenciat (megndvekedett reflexiét) akkor [atunk, ha
6=m-2m, m=1, 2, ... Destruktiv az interferencia (csdkken a reflexid), ha 6 =m-2n+m, m=0,
1, 2, ... Mer6leges beesésnél, d — 0 esetén 6 — m, azaz a reflexid zérus, a lemez ,eltlinik”.

Haidinger-csikok: ha d(y) = const., az interferenciakép G-iranyfiiggd.
Newton-gylrlk: ha 6 = const., akkor az interferenciakép y-helyfliggé d(y)-en keresztiil.

Az interferencia id6beli koherencia-feltétele

Interferencia id6ben koherens, vagy részlegesen koherens nyaldbok szuperpozicidja esetén
alakul ki — utébbi esetben a frekvenciaspektrum nem nulla, hanem véges szélességi (Id. 11-
12. fejezetek). Mivel eltér6 frekvencidju nyalabok esetén lebegés Iép fel, az egyik nyaldbot
alkotd w korfrekvenciaju spektrumkomponensek csak a masik nyalab azonos korfrekvencidju
komponenseivel képesek  statikus interferenciat  létrehozni. Az interferald
hullamkomponensek kdzotti faziskilonbség a kovetkez6képpen fligg a korfrekvenciatol:
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2T nw
S(r,w)=Ak-r+A<p=7As-r+A(p=TAs-r+wAt, (213)

ahol AS a hulldmok egységnyi iranyvektorainak kiilonbsége, At a kozottik |évs idGkésleltetés.
Terjedjen a két nyaldb azonos iranyba (AS = 0), ekkor 6(w) = w-At. Az idSkilénbség
novekedtével addig latunk interferenciat, amig a spektrum 6sszes (w1-t6l w»-ig terjedd) w-jara
teljesil az alabbi feltétel (Id. (205) 6sszefliggés):

21 » 6(wq) — §(w3z) = w1At — w,At = AwAt - AvAt < 1. (214)
EgyenlGség esetén:
1
T. 2 At - =5 At Lt. v. OPD KL =c"1. (215)

ahol L, jel6li a longitudindlis koherenciahosszat. A jelenséget majd a statisztikus optikaval
foglalkozd 11-12. fejezetekben targyaljuk részletesen.

7.5. Hovalesz a fény amplituddoszto interferométerekben?

A fény altal hordozott teljesitményt interferenciaval nem lehet eltlintetni, csak a térbeli vagy
id6beli eloszlasat megvaltoztatni ill. atrendezni! (Energiamegmaradas térvénye.)

X% ~ ~
y EI,x ER,X
V4

50%-0s osztoréteg h
ET,X

33. abra. 50%-0s osztdlemezen athaladd/visszaverddé sikhulldam téramplitidoi.

Vizsgaljuk meg a legtobb interferométerben alkalmazott 50%-os intenzitasoszto felilet
hatdsat a térer8sségvektorra. Az egyszerliség kedvéért csak az E vektor beesési sikra
merdleges (x) komponensét tekintjik, ami ,s” polarizaciés allapotnak felel meg. Vagyis ha a
beesd fény (E|) x-irdnyban polarizalt, 4thaladds (Et) és visszaverddés (Egr) utan a polarizacids
allapota nem vadltozik meg. A tobbi térvektorkomponensre a vizsgalat analég mddon
lefolytathatd. A vizsgdlt tér monokromatikus, ezért leirdsara a komplex formalizmust
hasznaljuk, az id6fuggd e ™ tényezd elhagyasaval. A 33. abranak megfelelen, n
torésmutatdju kdzegben |év6 50%-0s osztoréteg esetén a komplex térerésség-amplituddkra
és intenzitasokra igazak az aldbbi egyenletek. Mivel a bees, transzmittalt és visszavert
térerésségek komplex mennyiségek (hat paraméter), illetve ezek koziil a beesd tér két
paramétere adott (azaz négy flggetlen paraméter van), Osszesen négy egyenletre lesz
sziikséglink.

Osszintenzitas allandd — energiamegmaradas:

-2 -2 ~ 2

|Eix|” = |Erx|” + |Erxl (216)

E-tangencidlis komponensére vonatkozé hatarfeltétel (két egyenlet: valds és képzetes rész):
ET,X = EI,X + ER,X (217)

50%-0s intenzitas osztasi arany:
-~ 2 S 2
|Erxl” = |Erxl (218)
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(216) és (217)-bol:

r I Ed
ET,xER,x

r 2 r 2 r r 2 r vk ok T vk
|ET,x| + |ER,x| = |ET,x - ER,x - ET,xER,x = _ET,xER,x - ET,x = _E— (219)
Rx
(218) annak felel meg, hogy:
Etx - ETx = Erx * Erx- (220)
Ide behelyettesitve (219)-et a kovetkez6t kapjuk:
ET,XET,X = _ER,XER,X - ER,X = =i ET,x- (221)

A + elGjel értékét az osztoréteg fizikai megvaldsitasa hatdrozza meg; mi a pozitivat valasztjuk,
az intenzitdsokra kapott értékekre ez amugy sem lesz hatassal. A fenti 6sszefliggés azt jelenti,
hogy barmilyen mddon is allitunk el6 egy 50%-os osztéréteget (barmilyen megfeleld
vékonyréteg strukturaval rendelkez6, abszorpcidmentes dielektrikumtikor hasznalhatd), a
visszavert és athaladd térer@sségek kozott éppen m/2 faziskilonbség van! A fenti
egyenletekbdl az alabbiak is levezethet6ek:

. 1 . - - 1 . -
Epy=—=e"#" . E, illetve By, = —e""" - F|,. 222
R,X \/E I,X T,X \/E I,X ( )
Az altaldnos formulak tetsz6leges R reflektancidra (218) atalakitasaval hatarozhaték meg:
- 2 S 2
=12 |ETX| |ERX|
E = — = 223

Vizsgaljuk most meg az interferenciat egy Mach-Zehnder interferométerben, ahol a fényut ,A”
agdban egy Ap faziskésleltets lemez (retarder) van.

28 M\ 24

= )1A
=4 > 18

Mg
—> a —

34. abra. Mach-Zehnder interferométer sematikus abraja. A & B jel6li a nyalabokat az els6
osztéelem utdn, és 1 & 2 jeldli a nyalabokat a masodik osztéelem utan.

Ha a belépé nyaldb E|, akkor (222) segitségével az E; és E; kilépd nyaldbok a kdvetkez8képpen
irhatok fel (a prizmak osztorétege kozotti OPL-eket egyenlének tekintjik, ezért fel sem irtuk):

El — EIA + ElB — Eliei%niei%nemq) + Eliei%niei%n
2 V2 V2 N2
1 1 1 1 (224)
E — E" + E' — E _ei%n_ei%rcem(p + E _ei%n_ei%n
2 2A 2B I\/E 2 I\/E \/7

Az egyenleteket egyszer(sitve:
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. E . E . E ..
B, =Zelmeide 4 Loin = ——I(em"’ +1)

2 2
P F (225)
EZ — ?Ieil/znem(p + 21 —Ll/zrt =j— (elA(p _ 1)

Ebbél az intenzitasok:

VE, - 2 V€|EI| (1+1+em(p +e—lA<p) _ (2+elA<P +e—lA<P)

W= [ =

P 2 |4| (226)
Ve | - Ve . . .

I, =?| 2|2 = i (1+1 7YY _e—zA<p) =ZI(2_eLA<p _e—lA(p)

ahol I a megvilagité nyaldb intenzitasa. A fenti egyenletekbdl adddik a végeredmény:
I I
L= El(l + cosAp) és I, = 51(1 — cos Ag). (227)

Ez azt jelenti, hogy az interferométer utan kapott két nyaldb intenzitasvaltozasa kozott mindig
it faziskllonbség van, vagyis az 1. és 2. nyaldbok mindig ellenfazisban vannak. Mds széval, a
Mach-Zehnder interferométernél (ill. barmely masiknal) a fény hol az egyik kimené nyaldbba
megy, hol a masikba, az uthosszkilinbségnek (A faziskilonbségnek) megfeleléen. Ha Ap =
0, akkor az 0sszes fény az 1. nyalabba megy. Ugyanigy a Michelsonnal a fény vagy elhagyja az
interferométert, vagy visszaverédik a fényforras felé.

7.6. Nagyszogi interferencia (kiegészité anyag)

A 2.fejezet (56) egyenlete alapjan dielektrikumban terjedd sikhulldm esetén a Poynting-vektor
id6atlaga (S jeldli a hullamfrontnormalis irdanyaba mutaté egységvektort):

(S(r,T)) = %Re{ﬁ x i} = z%wRe{E x (kx E')} = —Ex (8 E"). (228)

A valdsrészképzést elhagyjuk, mivel dielektrikumokban E és H mindig fazisban vannak,
valamint nem jeloltlk a térerévektorok helyfliggését sem. A kévetkez6 két tetsz6leges szoget
bezard harmonikus sikhulldam interferencidjat vizsgaljuk:

E;(r) = E;ei®1® &5 E,(r) = E,ei®2®™, (229)

Az elektromos térerGsségek legyenek az x-z sikban (p-polarizacid). Ugyanez a vizsgalat az s-
polarizacidra a tovabbiakban leirtakkal analég médon lefolytathato.

X

EZ, ﬁz

k2, §2

35. abra. Nagyszogl interferencia szemléltetése.
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(228)-ba beirva a két sikhulldm térer6sségeinek az 6sszegét (azaz E1 + E2 és Hy + Ha -t):
VE . . . .
(S, 1) == (E; + E;) x (§; X E; + 8, x E3). (230)

Felbontva a zardjeleket:

(S(r,T)) = Vz—g(ﬁl x (8 X Ef) + B, x (8, x E3) + By x (8, x E3) + E, x (8, x Ef)) (231)

A vektoridlis szorzatokat ax(bxc) = (a-c)b — (a-b)c alapjan felbontva:
Ve L L*\o T LT*\o L L*\o L L*\o L L*\o L L*\o
(S(r,T)) = 7((13113;)s1 + (E.E3)8, + (EoE3)8 + (E,E1)8; — (EiE3)8, — (EE;)$1). (232)
Az egyforma komponensek szorzataindl az (a-b)c-nek megfelel6 tag zérus, mivel k meréleges
E-re. A kereszttagoknal ugyanez nem mondhato el, ezért benne maradtak az 6sszefligésben.
Paraxidlis kozelitésben ezt a két utolsé tagot hanyagoljuk el, valamint felhaszndlva, hogy §;
kozel parhuzamos §,-vel, a tagokat skaldrisan 6sszegezhetjiik. Az intenzitas ekkor
VE . - L L L
I(r) =(S(r,T)) = - (E,E; + E,E; + E,E; + E,E}), (233)
ami valéban ekvivalens (197)-el, illetve (202)-el. Amennyiben |E1| = |Ez2|= E, de a két hullam
nem egyiranyu, hanem tetsz6leges 26 szoget zar be, (232)-bdl a kovetkez6 lesz:
\Z3

(S(r, 7)) = = (2E? cos(0) § + 2E? cos(8) cos(26) cos(6) § + (234)

+E,E; sin(20) fi, — E,E7 sin(20) fiy).

Itt § a két hulldamszamvektor szogfelezGjének iranydba, fi; és N, pedig a térerésségvektorok
irdnyaba mutatoé egységvektor. Ez utdbbiak kiilonbsége éppen § irdnyaba mutat, igy:

(S(r,T)) = % (2E? cos(0) § + 2E? cos(8) cos(20) cos(8) § + 2E2 cos(8) sin(26) sin(6) §) (235)
A fenti egyenletekben a faziskiildnbséget a szokasos médon jeldltiik: & 2 @1 - ®,. Atalakitva:
(S(r,T)) = veE?(cos(8) § + cos(8) cos(20) cos(8) s + cos(8) sin(20) sin(8)8), (236)

ami trigonometrikus azonossagok felhasznaldsaval roppantul leegyszer(isodik:
(S(r,T)) = veE%(1 + cos(6)) cos(8) s (237)

Ez az Osszefliggés azt mutatja, hogy a teljesitmény a szogfelez6 iranyaba terjed, <S>
abszolutértéke pedig a keresett intenzitds:

I(r) = veE%(1 + cos(8(r))) cos(6). (238)

A fenti képlet értelmezése igen egyszer(i: minél nagyobb a nyaldbok dltal bezart 20 szog, a
szogfelez6 irdnyaba egyre kevesebb teljesitmény terjed, emiatt az intenzitas koszinuszosan
csokken. Mivel a levezetés s- és p-polarizdciéra ugyanazt adja, az (238) Osszefliggés két
tetsz6legesen, de azonos iranyban polarizalt hulldmra igaz. Amikor a két hulldm terjedési
iranya 260 = 180°-ot zar be egymadssal, azaz egymadssal szembe haladnak és tokéletes
alléhullam jon létre: a térerdsség tovabbra is harmonikusan rezeg, vannak csomépontok és
duzzadasi helyek, de energia nem terjed semmilyen iranyba.
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8. TOBBHULLAMU INTERFERENCIA

8.1. N’ db sikhullam interferenciaja (tobbhullam interferencia)

Amennyiben nem két, hanem tobb, azonos w korfrekvencidju sikhulldm interferenciajat
vizsgaljuk (tovabbra is paraxidlis, skalar kozelitésben), a (193) eredé térbdl a kovetkezd lesz:

N N
Er;6) = Z E(r;t) = 2 Eone!®n(:0) (239)
n=1 n=1

Mivel a kéthulldam interferencianal mar lattuk az id6atlagolds hatasat, a tovabbiakban a sokkal
egyszer(ibb komplex formalizmust hasznaljuk.

36. abra. Fazordsszegzés tobbhulldmu interferencia esetén.

Feltevések: 6pi1n=Dni1—On=06=const. és Eon= Eo1 = const. Ekkor (239) igy irhato:

N
D, =d, +(n—1)5 - E=Eye® Z ¢i6(n=1) (240)
n=1
Ez a szummazas egy mértani sor, melynek 0sszegképlete:
q¥ -1 , .
SNEGT Ty S Epie'® 5 q=e® (241)
el8N _ plON/2 ,i8N/2 _ ,—i8N/2
_ @ _ D, , ) _
E=Ene™ —g T =Ene™ —m — s mr =
. is§(N-1) sin(6N/2)
=Eyje®-e 2 —m—— 242
o1 sin(6/2) (242)
Az intenzitas értéke:
2
VE | 2 E3, (sin(6N/2)
I =(S)=—|E| =ve—|——————| , 243
()= |E[" =ve=; sin(6/2) (243)
azaz:
2
sin(6N/2)
1) =L|————] . 244
) 1( sin(6/2) ) (244)
A kapott interferogram N := 10 hullam esetére a 37. dbran lathatd. Konstruktiv interferenciat
kapunk ha: 6 = m-2m, ahol m =0, +1, +2, ... —itt vannak a nagy cstcsok, melyek értéke I1N?. A

lokalis minimumok tavolsaga Ad = 2m/N, 6sszesen N-1 van bel6liik két csucs kozott.
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1.2

0.8 -+

0.4

0. v ! — — — — ! ’ v ! —— — —

0 T
0.0 ? 1.0

1/N Fazis (6) [2m rad]

Relativ intenzitas I/1,/N? [-]
o

37. abra. Interferogram N = 10 db hulldmkomponens esetén a faziskilonbség fliggvényében.

Az interferogram alakjat segit értelmezni a 38. dbra, amely (242) szamlaldjat és nevezGjét
mutatja, N := 10 esetre. J6l Iathato, hogy a hanyados zérushelyeket ad ott, ahol §/2 = /N,
illetve ennek egészszamu tobbszordse, valamint hogy mind a szamlalé és a nevezd zérus, ha
6 /2 = m - m. Ez utébbi esetben a hdnyados hatardértékben N-t ad — ilyen helyeken lesznek a
csucsok. Amennyiben N nagy, a szamlalé fazisa sokkal gyorsabban valtozik mint a nevezgjé,
emiatt & = 2mm kis kérnyezetében a nevezd linearisan kozelithetd: sin(8/2) = sin(mm +
x/2) = +x/2, a szamlalé pedig sin(6N/2) = sin(mmN + Nx/2) = + sin(Nx/2), vagyis a
hanyados Ugy viselkedik mint egy +sin(Nx/2)/(x/2) fuggvény.

15

sin(6/2)
1.0 sin(N-6/2)

0.5

0.0

si

-0.5
-1.0

-1.5
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11

Faziskulonbség (8) [2m rad]
38. dbra. Grafikus szemléltetés a (242) és (243) Osszefliggések értelmezéséhez.
Példak tobbhullamu interferencidara

o diffrakciods racs

e sikparhuzamos lemez (haR=1)

e Fabry-Perot interferométer (v. etalon)

e vékonyréteg strukturak (matrixos leirasmaod)

e id6ben periodikusan ismétl6dé impulzusok (Id. moduscsatolt [ézerek)

— 64—



8.2. Diffrakcios racs

Egy egyszer( diffrakcids racs felépitése a 39. dbran lathato. A struktura egy dimenzids, azaz az
abra sikjara merGleges irdnyban valtozatlan alakd. A racs N darab rést tartalmaz egy
atlatszatlan ernyén, amelyek mérete 6sszemérhetd a hulldmhosszal (Ao), igy a fénydiffrakcid
miatt bel6luk gyakorlatilag hengeres hullamfrontok terjednek tova — ezek interferencidjat
vizsgaljuk a tdvoltérben.

pontforrds — Id. diffrakcid

D — apertira mérete

a — racsallandé

n —térésmutatd

39. abra. Diffrakcios racs modellezése tobbhulldmu interferencia segitségével.

A feladat két szomszédos pontforrasbdl a végtelebe tartd hulldmok faziskiilonbségének (6)
meghatarozasa. Amennyiben ez ismert, a fent targyalt tobbhulldm interferencia mindkét
feltétele fennall, vagyis az interferogram (244) alapjan kiértékelheté. Egy adott firdnyban, a
racstdl nagy tavolsagban a hengeres hullamfrontok lokalisan sikhullamnak tekintheték. E
hulldmfrontokat visszavetitve a racsra (Id. szaggatott vonalak az dbran) a faziskiilonbség az
egyik rés és a szomszédos résnek megfelel6 hulldamfront kozotti Uthosszkilonbséghdl
meghatarozhato:

OPD =n-a-sin(f)

21 21
6 =—O0PD =—n-a-sin(0) (245)
Ao Ao
(244) alapjan konstruktiv interferencia a kovetkez6 diszkrét iranyokban Iép fol:
A A A
§=m-2n = sin(fy) =m——=m- & n-sin(fy,) =m—, (246)
n-a a a

ahol m egész szam jeldli az un. diffrakcios rendek sorszamat. Vegyik észre, hogy ha a
torésmutatdval atszorzunk, (246)-ban is megjelenik az optikai iranykoszinusz, azaz n-sin(8).

A valdsagban a diffrakcids racs réseibdl kiinduld hullamok intenzitdsa nem egyforma minden
@irdanyban, hanem a rések konkrét alakjatdl, méretétdl (altalaban a transzmissziéjuk térbeli
eloszlasatol) figgé mértékben nulldhoz tart amint 8 — 90°. Ezért a diffrakcios rendek
intenzitasa is fokozatosan csokken, ahogyan m névekszik. Emellett a diffrakciés rendek szama
is véges: mivel sin(@) max. értéke 1, az m legnagyobb értéke

Mpax = floor (%), (247)

ahol az y = floor(x) fuggvény az x-hez legkozelebbi egészt adja, migy < x; x € R.
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Ennél magasabb sorszamu rendekre a totalreflexiohoz hasonléan elhalé hulldmot kapunk,
azaz a fény kissé behatol, de nem terjed a racs utani kozegben — minden energia a racsrol
visszaver6dik. Ha mmax =1, akkor a = A, vagyis a hulldmhossznal kisebb racsallandéju diffrakcids
racs tiikorként visszaveri a ra es6 sugarzast (ld. rddidlokator antenna, mikrohullamu sitd ajto
stb.).

Amennyiben az interferenciaképet nem 6, hanem az irany sin(@) flggvényében vizsgaljuk,
(246) alapjan m # 0 esetén hulldmhosszfliggést fogunk tapasztalni, azaz a konstruktiv
interferencia minden hulldmhosszon eltéré iranyban lesz megfigyelhet6: minél nagyobb a
hulldmhossz, anndl nagyobb a rendek irdnya kozotti tavolsag. Ezt hasznaljak ki a
spektrométerekben, pl. lézerek diszkrét hullamhosszainak, vagy anyagok abszorpcids/
emisszids spektrumainak megmérésére.

1.2
o 1.0 A
o A A+AA
= ” (\
':_-‘:, 0.8
=
o
S 06 -
N
c
9
£ 041
>
=
£ 02 A
[}
& L\
0.0 A e L AVAR FAVC WA VAVVAV_ Y

0.0

Irany (sin(&)) [-]

40. abra. Diffrakcids racs interferogrammja N := 10 db rés esetén az irany fliggvényében. A
pirossal abrazolt fliggvénynél a hulldmhosszat AA-val megnoveltiik a kékhez képest ugy, hogy
éppen teljesiljon a Rayleigh-kritérium (Id. alabb).

Felbontoképesség:
R 2 A/AL (248)

Azért igy definialtdk, mert ez a mennyiség egy adott racs esetén hullamhosszfliggetlen allando
(Id. (244) és aldbb).

Rayleigh-felbontaskritérium: Az /(A) zérushelye /(A+AA) maximumahoz esik, Id. 40. dbra.
Ez matematikailag azt jelenti, hogy:
sin(6,,(1)) + Asin(6,,(1)) = sin(6,,(1 + A1), (249)

ahol Asin(6n(A)) az els6 zérushelyre mutatd irdny. A feltételbSl meghatarozhatd R:

d=m:-2m= 2771 a- sin(@m(l)) = sin(Gm(l)) = mT-l
AS = %’T = 27” a-Asin(6,,(1)) = Asin(6,(1)) = ale (250)
S(A+AX) =m 21 = sin(n(1+ A2) = T ATAD

a
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Az egyenletrendszert megoldva:

A—R— N = b 251
i =m =m - ( )

Azaz minél nagyobb a racs D aperturdja a racsallandéhoz képest (mas széval minél tobb rés
van az aperturan beliil), anndl nagyobb a felbontas, tehat annal kdzelebbi spektrumvonalak is
felbonthatdk a raccsal. A felbontdképesség m-el is né.

Az interferencia muszaki alkalmazasanak teriiletei

e spektroszkopia

e méréstechnika

e hologréfia

e interferenciaszlirék
lézerek
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9. SKALAR DIFFRAKCIO
Forrasok: [1], [6], [3], [9]

9.1. Alapfogalmak, diffrakciéos modellek, Green-tétel

Diffrakcid: (magyarul fényelhajlas) az a jelenség, amikor a fény terjedési irdnya a geometriailag
meghatarozhatd irdnytdl jelentGsen eltér (Sommerfeld). A fényelhajlas altaldban akkor
eredényez észrevehetl valtozast a fényeloszlasban, ha a sugarzds utjdba a hulldmhosszaval
O0sszemérhet6 nagysagu akadaly esik, vagy altaldnossagban a kozeg tulajdonsagai (n, k) a
hulldamhosszal 6sszemérhetd tavolsagon beliil valtoznak meg.

A A

sikhulldm sikhullém

T

apertura apertdra

A<< d A<d

41. abra. Geometriai (a) és diffrakcids (b) fényterjedés szemléltetése.

Feladat: Ha adott fellileten ismert a komplex térerGeloszlas, hogyan hatarozhaté meg a
térerGsség egy, a fellleten kiviil es6 pontban?

Feltételek:

1. a kiindulasi téreloszlas sik fellleten adott

2. afelilet kiilonb6z6 pontjai kozott id6ben allandé a faziskiilonbség (térbeli koherencia)
3. a megvilagité nyaldb w korfrekvenciaju monokromatikus hulldm (id6ébeli koherencia)

4. skalar kozelités: csak egy térerGsség vektorkomponenst vesziink figyelembe, melynek
irdnya a fényterjedés soran nem valtozik meg jelent&sen (ha a f6 terjedési irdnnyal bezart
sz0g 6, akkor a standard 6kolszabaly szerint sin@ < 0,6 és cos@ > 0,8); a kiilonb6z6 iranyu
komponenseket egymastodl fliggetlennek tekintjik

5. aterjedési térben a kozegek jellemzGinek valtozasa hullamhossznyi tartomanyon
elhanyagolhatd (térésmutatd, abszorpcid) — hulldmegyenlet haszndlhatd

Diffrakcidos modellek

A diffrakcié soran kialakuld téreloszlas felfoghatd végtelen szamu, folytonos eloszlasu elemi
hulldmkomponens fazishelyes szuperpozicidéjaként. Ehhez olyan elemi hullamokat célszer(
valasztani, amelyek terjedése analitikusan leirhatd, és kielégitik a hulldmegyenletet. Két
alapvet6 targyalasmaod létezik, amelyek ekvivalens eredményekre vezetnek:

e pontforrasokra bontas (Huygens-Fresnel elv)
e sikhulldamokra bontas (Fourier-optika)
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Pontforrasokra bontas Sikhullamokra bontas
(Huygens-Fresnel elv) (Fourier-optika)

(r) -E(r) T(r) -E(r)

gobmbhullam
sikhulldm: E(r)

=

gombhullam
sikhulldam: E(r)

E S22l
_.’.”‘.’

%0

59y

(r) t(r)

42. abra. A két legismertebb diffrakciés modell szemléltetése.
7(r) a fellleten értelmezett komplex transzmissziéfuggvény.

Mi a tovabbiakban a pontforrasokra bontassal foglalkozunk.
Hulldmegyenlet

Az E skaldr térerGsség komplex mennyiség, és prébafliggvénylinkben a pozitiv fdzisterjedés
modszerét alkalmazzuk (azaz a fazistagot mindenhol megszorozzuk —1-el):

E(rt) == E(r)e vt (252)
Vizsgdlatainkhoz az id6fliggetlen hulldamegyenlet ((28) Helmholtz-egyenlet) skalar formajabdl
indulunk ki, ennek a megolddsat keressiik adott peremfeltételek esetén:

0%E(r,t)

V2E(r,t) — eu Py 0 - V?E(r)+k?E(r) =0. (253)

Green-tétel

A levezetés alapja és kiinduldsi pontja az analizisbél ismert Green-tétel: ha adott két
tetsz6leges komplex fliggvény G és E, amelyek folytonosak, és az els§ és masodik parcialis
derivaltjaik is folytonosak egy ,A” zart fellleten és azon belil, akkor igaz a kovetkez6
Osszefliggés:

g(G-VZE—E-VZG)dV:[f(g.ﬁVE_E,ﬁVG)dA, (254)

ahol ,V” az ,A” dltal bezart térfogat. A fellileti integrdl végigtapogatja az ,A” felllet pontjait,
melyeket ,P”-vel jel6link. Ezen pontokban a feliletnormadlis fi, melynek iranyitottsaga a tétel
értelmében mindig kifelé mutat a vizsgalt ,V” térfogatbdl.
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43. dbra. A Green-tétel megfogalmazdsanal hasznalt jelolések bemutatdsa.

9.2. Helmbholtz és Kirchhoff integraltétele

Amennyiben E(P) az ,A” fellileten adott és mi egy ezen belli P' pontban keressiik E(P') értékét,
akkor a (254) képletet tovabb kell alakitani. Az alabbi levezetés a diffrakcids integral alapja,
amelynek  bemutatdsakor Kirchhoff maddszerét kovetjik. (Kordbban Helmholtz
hanghulldmokra végezte el a szamolast). Kirchhoff a G Un. Green-fliggvényt a
kovetkez6képpen valasztotta meg:

|
G(P) = ﬁe‘kR ) (255)

ami nem mas, mint egy a P' pontbdl kiindulé gombhulldm, egységnyi amplituddval (a terjedési
irdny az exponens elGjelébdl latszik). Erre természetesen érvényes a Helmholtz-egyenlet:

V2G + k%G =0 (256)
Az E-re vonatkozd (253) egyenletet és (256)-0t behelyettesitve (254) bal oldaldba:

.gf(G “V2E — E - V2G)dV = —f\ﬂ(cg k2 —EG -k¥)dV = 0. (257)

Vagyis a Green-tételbél ennyi marad a homogén (forrdsmentes) hullamegyenletet kielégit6
komplex E és G fliggvények esetén:

f (G - iVE — E - iVG)dA = 0. (258)
A

A P' pontban G-nek szingularitdsa van, emiatt ezt ki kell zarni a vizsgalatbdl. Ennek érdekében
az ,A” fellletet célszer( két részbdl 6sszeallitani:

A=S+S, (259)

ahol ,S” a térfogatot kiviilrél bezaro feliilet, Se pedig a P' pont kdré huzott € sugard gomb.
(258) ezekkel a kovetkezé modon irhato at:

—ff(G-ﬁVE—E-ﬁVG)dAzff(G-ﬁVE—E-ﬁVG)dA. (260)
Se S
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G fliggvény Nl irdnyd derivaéltja a tortderivalas és a lancszabaly alkalmazasaval:

eikR' 9 [eikR
ﬁVG=r’i-grad( T )=ﬁ-ﬁ< 7 >-gradR’=

ikR"  oikR' 1\ eikR
= cos 6’ [ ik - = cos 0"+ (ik = =) 261
cos @ (l R R’2> cos@’ - ik 7)) R’ (261)
Az S, fellileten a kovetkez6 allitasok igazak:
ike 1 eiks
cos(8)=-1; G(P) = ; VG = (E_ ik) et (262)

Ezeket figyelembevéve és ha € — 0, akkor (260) bal oldalabél a kovetkezé lesz:
ike

- ) — 4E(P") (263)

ike

—ff(G-ﬁVE—E-ﬁVG)dA = —47‘[€2< -
Se

1
-ﬁVE—E-(——ik)-
&

A fellleti integralast azért végezhettiik el ilyen egyszerlien, mert E és ennek derivaltja
folytonosak a vizsgalt térfogatban, igy P'-nél is, és mivel € tart nulldhoz, E értéke az S felllet
mentén konstansnak tekinthetd. (263)-t behelyettesitve (260)-be megkapjuk Helmholtz és
Kirchhoff integraltételét, ami nem mas mint a keresett 0sszefliggés E(P')-re, ahol E(P) az ,,S”
fellleten adott:

1 eikR’ eikR’
E(P’ =_nﬂ -ﬁVE—E-ﬁV( > dA. (264)
S

9.3. Fresnel-Kirchhoff-diffrakcids integral

(264) 0Osszefliggést az optikaban altaldban a 44. abran lathaté elrendezésre célszer(
meghatdarozni, amelyben a Z-val jel6lt nyilas (apertura) sik felliletén tekintjik ismertnek az E(P)
térerGsséget, amit a balrdl érkez6é megvilagitas okoz.

S

44. abra. A Fresnel-Kirchhoff-diffrakcios integral felirasanal hasznalt jelolések bemutatdsa.
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Az integralast az ,,S” zart fellleten végezziik, amely most két részbél all:

Megmutathatd, hogy ha p — o, és E(P) legaldbb olyan gyorsan tlinik el S;-n mint egy
gombhulldam (Sommerfeld-féle sugdrzdsi feltétel), akkor az integral S;-n nulldhoz tart:

eikR' elkR'
ff 7 -ﬁVE—E-ﬁV< R ) dA - 0, (266)
S2
vagyis (264)-bél ez marad:
, 1 eikR’ R R elkR
E(P)=Eﬂ 7 -nVE — E -nV 7 dA. (267)
S1

Annak érdekében, hogy az integralast ne kelljen az S1 végtelen sik fellletre elvégezni, Kirchhoff
a kovetkez6 hatarfeltételeket szabta meg:

1. 2 aperturdn beliil: ~ E(P) = vdltozatlan
2. X apertudran kiviil: E(P)=0 és |grad(E)| =0

E feltételeknek kdszonhet8en az integralast mar csak a 2 aperturara kell kiszamolni:

1 eikR' elkR
E(P)_Eff T -nVE—E-nV< 7T > dA. (268)
p3
Egyszerlségik és el6nyosségiik ellenére mindkettd feltétel alapvet6 problémakat vet fol. Az
hogy a térerGsség ugyanakkora Z-n beliil apertura nélkil mint aperturdval, fizikai képtelenség,
ahogy az is, hogy E(P) az aperturdn kivil zérus. Barmiféle abszorbens kozeget helyezlink
ugyanis egy sugarzo térbe, az mindenképpen maodositja a térerdsség eloszldsat. A hatas
viszont altaldban elhanyagolhaté: ha 2 > A. Ami a masik problémat illeti, matematikailag
igazolhatd, hogy ha egy folytonos fliggvény értéke és a derivaltja is egy véges intervallumon
zérus, akkor a fliggvény mindenhol konstans nulla. Az emlitett kdvetkezetlenségek feloldasat
az MSc-s Fizikai optika tadrgyban fogjuk megkapni, ahol a Green-fliggvényt nem (255)
segitségével definidljuk, hanem komplexebb mddon. Az eredmény a Rayleigh-Sommerfeld
diffrakcids integral lesz, ami nem szignifikdnsan pontosabb mint a (268)-bdl szarmaztatott,
lentebb bemutatdsra kerl6 diffrakcios integrdl, csupan matematikailag korrekt a levezetése.

A (268)-ben szerepl6 Green-fliggvénygradienst (261) alapjan hatarozzuk meg, az alabbi
egyszer(sit6 feltételezéssel élve:

1 A

— Kk > — KR 269

R’ 21 (269)
Mivel k értéke igen nagy, és a skalar kozelités miatt mar korabban feltettiik, hogy sin@'< 0,6,
azaz I mérete < R', a (269) feltevés mindenképpen teljesiil. Ezzel

1\ eikR' eikR'
ﬁVG=cos€’-(ik—ﬁ)-Tzik-cos@'- T (270)
vagyis a fellleti integralbdl a kévetkez6 marad:
1 eikR'
E(P) = Eﬂ —— (BVE — E - ik - cos(6"))dA (271)
pa
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Ne felejtsik el, hogy @' el6jeles mennyiség. Az utolsé |épés, hogy megadjuk a I aperturat
megvilagitd sugarzast, azaz E(P)-t. Az egyszer(iség kedvéért legyen ez egy pontforras (Q), ami
az aperturatdl balra helyezkedik el.

PI

6 (R; dA)
O'(R'; dA)

45. abra. A ¥ aperturat megvilagitéd Q pontforras paramétereinek értelmezése.

A Q pontforras és az apertuira P pontjai kozotti tdvolsag R, a sugarzas amplituddja Eo:

E, .
E(P) = ﬁoelk’?. (272)
A (269) feltételezéssel itt is élhetlink (mivel £ mérete < R a skalar kozelités miatt), vagyis:
1¢(k A <R 273
—_— z —
R 2 ’ (273)
amivel az E gradiense:
1 ikR eikR
nVE = cos(0) - (lk — E) "3 Ey = ik - cos(@) - B E,, (274)
Ezt behelyettesitve (271)-ba megkapjuk a Fresnel-Kirchhoff diffrakcids integrdlt:
E(P') = i ffE eikR  @IkR" o560 — cos 6 " -
A R R 2 ' (275)
p3

A kifejezés értelmezéséhez elGszor azt kell észrevenni, hogy matematikailag nem
kiilonboztethet6 meg egy olyan pontforrds fazisa, ami a P' pontban van és a P felé terjed attdl,
ami P-ben van és P' felé terjed. Vagyis (275)-et felfoghatjuk ugy, hogy az elektromos tér a P'
pontban felirhaté a X apertirdbdl induld elemi gémbhullamok 6sszegeként, hasonldan a
Huygens-Fresnel elv megallapitdsdhoz. Annyi a Ilényegi eltérés, hogy itt az elemi
gombhulldmokat koszinuszos iranykarakterisztikaval kell figyelembe venni, valamint szerepel
egy i/A konstans szorzd. Erdemes megfigyelni a képlet szimmetriajat is: a Q-ba helyezett forras
P'-ben pont akkora térerGsséget hoz létre, mint a P'-be helyezett pontforrds Q-ban. Ez a
Helmholtz-féle reciprocitdsi tétel. Az emlitett matematikai inkonzisztencidk ellenére (275)
meglep6en jol hasznalhato, és az esetek tobbségében igen pontos eredményt szolgaltat.

A (275) integral még mindig nehezen kiértékelhet6 (mind analitikusan mind numerikusan). A
képlet egyszer(isitése érdekében tovabbi kozelitéseket vezetiink be. Ezek soran az
alabbiakban eljutunk a Huygens-Fresnel elvhez, a Fresnel-, majd a Fraunhofer-kozelitéshez.
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10. A FRESNEL-KIRCHHOFF INTEGRAL KOZELITO FORMULAI

10.1. Kozeltéri kozelités (Huygens-Fresnel-integral)

A skalar kozelités miatt mar megkoveteltik, hogy a I apertura jellemzé méreténél R és R'
legyen szignifikdnsan nagyobb. Ebbél kifolydlag alkalmazhatjuk az aldbbi kozelitéseket:

cos(f) = —1 és cos(0') = 1, (276)

ami akkor érvényes hasin8’ < 0,5;cos8’ > 0,87. A Fresnel-Kirchhoff integralbdl igy ez lesz:

(P i : elkR  gikR' iy 1 : glkR  gikR'
®) =3 || B =g ) B
> >

Ebben az Osszefliggésben az aperturat megvildgitdé EM sugarzast egyetlen pontforras (Q)
alkotja. Amikor az E(P) téreloszlds felirhaté szamos pontforrasbdl szarmazd sugarzas
szuperpozicidjaként, a fenti képlet egyszerien altalanosithaté:

E(P") =% g E(P)

Ennek hasznalatakor csak arra kell figyelni, hogy az E(P) teret alkotd pontforrasok
mindegyikére teljesiljon a skalar diffrakcid altal megkovetelt kikotés: 2 < R. A (278) kozelités
a komplex konstanst leszamitva a Huygens-Fresnel elvnek felel meg.

dA (277)

e

ikR’
A. 27
7 d (278)

10.2. Paraxialis kozelités (Fresnel-diffrakcid)

Amennyiben kell6en tavol megylink P'-vel az aperturatdl, ugyanakkor kézel maradunk a z-
tengelyhez mind a X apertdran, mind pedig a vizsgalé ernyén, akkor élhetiink azzal a
kozelitéssel, hogy R' = z'. Mint latni fogjuk ezaltal a (278) 0sszefliggés tovabb egyszer(isithetd,
egyszersmind ez a kozelités jelenti az els6 komoly korlatozast is a diffrakcids integral
hasznalhatdsagat illetéen. Az egyszer(iség kedvéért legyen a P' pont a z-tengelyen, P pedig a
diffraktald apertura szélén. Ekkor az emlitett kdzelités az alabbi alakban fogalmazhaté meg:

zZ’>»>»R -z = J(z’ tg(0))2 +z'* -7, (279)
ami atrendezés és egyszer(isités utan ez lesz:
3
tg?(0') €« 3 = sin?f’ « 7 = sinf’' «,/3/4 — sinf’' < /3/4 /10 =0,09. (280)

Ez alapjan a feltétel: sin(0') < 0,09 lesz, vagyis beléptiink a paraxidlis kézelités érvényességi
korébe. llyen esetekben az R' = z' kdzelitést (278) nevezGjében kdzvetlenil alkalmazhatjuk, de
az exponensben nem. A fazis ugyanis R' fliggvényében rendkivil gyorsan valtozik, emiatt R'
els6rend( Taylor-soros kozelitését alkalmazzuk:

11
Vi+b = 1+§b—§b2+--- (281)

Tehat R' igy irhato:

’ 2 ' 2
X —X -
R’=\/z’2+(x’—x)2+(Y'—J’)2=Z’\/1+( p ) +(y ,y) ~

zZ
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2 2
1/(x' —x 1(y' —y x'—x)?* ' -y)?
~ 7' 1 — —_ = 7 282
Z( +2< z' )+2< z' )) Z+ 2z’ + 2z’ (282)
Ez a kozelités olyan, mintha a Huygens-féle gombhulldmok hulldmfrontjait z' gorbileti sugaru

parabolikus fellleteknek tekintenénk (Id. 46. dbra), ami akkor érvényes, ha a (281) szerinti
négyzetes és magasabb rend( tagok altal okozott fazistolds elhanyagolhatd:

2 2\ 2
2 i r__ r__ 1 2
%%((x o x) + <y - y) ) L 1 [rad] = W((x’ —x)2+ (y' —y)?)3 « 2z’ (283)

zZ

O =P
27' ,

46. dbra. A Fresnel-integrdlban szerepl6 parabolikus hullamfrontok szemléltetése.
Ebben az esetben a diffrakcids integral Fresnel-kézelitését kapjuk konvolucids felirassal:
ikz'

iAz'

e

ikz' . k ’ 2 ’ 2 k2, 2
— |[ By e I I Dy = S ey« 2 2
z

E(x',y") =

(283) feltétel alapjan ez akkor hasznalhatd, ha P' pont egy bizonyos tavolsagnal messzebb van
a I apertaratdl. Pl. egy $1,0 mm atmérgji 633 nm hulldmhosszisagu lézernyaldbnal z' >>
2,9 mm (azaz z' > 29 mm). Ez alapjan (284) még mindig érvényes a kozeltérben, de csak
nagyobb tavolsagtdl kezdve, mint a Huygens-Fresnel-integrdl. Az integraljel elé az apertura és
a P' pont kozotti z' tdvolsagon elszenvedett fazistolds geometriai optikai kézelitésben
kiszamolhato értékét emeltiik ki egy komplex konstans formdjaban. Fontos megjegyzés, hogy
(284) igazolhatdan analitikus megoldasa a paraxialis hullamegyenletnek.

10.3. Tavoltéri kozelités (Fraunhofer-diffrakcio)

A Fresnel-kozelités Fourier-transzformacios felirdésmaddja (284) atalakitasaval:
k 2 2
g(xl +yl )

iz’

. I l
elkZ e

EGy') = ff Exy) - ei%(x2+y2_zx’x—2y’y)dxdy (285)
b3

Az integraljel el6tt most mar a 2 apertlra kdzéppontjara centralt z' sugard gdmbhulldm teljes
fazistoldsa ki van emelve. Amennyiben kell6en nagy tavolsdgra vagyunk az apertaratél, az
indegrandusz exponensében |évé aldbbi tag elhanyagolhaté:

k 1
5 (x? +y?) K m [rad] = I(x2 +y?) < Z. (286)
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A (286) feltétel értelmezéséhez a Fresnel-kozelitésnél bemutatott szampéldaval élve most azt
kapjuk, hogy z'>>395 mm (ill. z' >4 m), azaz a Fresnel-kozelitéshez képest két nagysagrenddel
messzebb kell menniink az aperturatél, hogy a Fraunhofer-kozelités érvényes legyen. A
feltétel vizsgdlata annyira fontos, hogy a kifejezést atrendezve D atmér6ji kor alaku
aperturara definidltdk az un. Fresnel-szdmot:

D 2
F 2 @ (287)
Az’
Ha F << 1, akkor Fraunhofer-diffrakciérol, ha F > 1, akkor Fresnel-diffrakciorél beszéliink. A
(286) feltétel teljestilése esetén megkapjuk a diffrakcids integral legegyszer(bb kifejezését:

eikz e ZI; (x +y' )

Az’

E(x',y") = ff E(x,y)-e A ’(x xry y)dxdy, (288)
amit tavoltéri, vagy Fraunhofer-kézelitésnek neveznek. Ezt altaldban ugy szoktak szemléltetni,
hogy a nagy terjedési tavolsag miatt a Huygens-féle elemi gombhullamok hulldmfrontja ekkor
mar siknak tekintheté (ld. exponens). Ez azonban nem teljesen igaz, hiszen az elemi
gombhulldmokhoz tartozik az integrdljel elé kiemelt parabolikus fazisu tényez6 is, bar ez
minden elemi gémbhulldamra egyforma. Az értelmezés tehat helyesen az, hogy ebben a
kozelitésben az elemi gdmbhulldmok 2’ radiuszi gombbel kozelithetGek. Természetesen ha x’
és y’ joval kisebb mint z’, akkor az elemi gdmbhulldmok tekinthet6k siknak.

A (288)-ben szereplé 1/i komplex konstans igazabdl most nyert értelmet: a diffraktald X
apertura és a t6le nagy z' tavolsagra, a z-tengelyen 1év6 pont kozotti faziskiilonbség nem a
geometriai optikailag kiszamolhaté k-z', hanem egy ehhez képest 90° fokkal siettetett érték!
(Ne felejtsiik el, hogy targyalasunkban a fazis a terjedés irdnydban novekszik, de a valdsagban
csokken, azaz késik.) A jelenséget fdzisanomdlianak nevezik, mert olyan, mintha a diffrakcio
miatt kissé megndéne a hulldmhossz.

(288) tulajdonképpen nem mds mint 2D Fourier transzformacio fx és f, térfrekvenciakkal.
Emlékeztetdiil az 1D Fourier transzformacié képlete:

Flge} =6 = [ g@) e 5 fi=m i f=2 (289

Az inverz transzformacid segitségével konnyebben értelmezhetjik (288) kifejezést. Ehhez
el6szor atrendezziilk (288)-et, hogy az Uj Osszefliggés jobb oldala pontosan Fourier-
transzformalt alaku legyen:

i1z’
. k 2 2
eikz'elg(X’ +y'?)

Mindkét oldalt inverz Fourier-transzformalva és felhasznalva, hogy a jobb oldal inverz Fourier-
transzformaltja nem mas mint E(P):

kg !
E(x',y") = J j E(x,y) - i y)dxdy (290)
z

E(x,y) = iAz’ f f (x"%+y") . E(x',y") - e2n(exth) g, df, , (291)

lkZ

—00 —00

ahova behelyettesitve a térfrekvencidk (289) képletét, megkapjuk az inverz Fourier-
transzformalt kifejezését:
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i.e—lkz P ko2, 2 Koo ’
E(oy)=—7— f fe ) By e T e dy' . (292)

(292) integranduszdban az exponencidlis kifejezés sikhulldmokat ir le, amit ugy
értelmezhetiink, hogy a 2D Fourier-transzformacié harmonikus sikhulldmokra bontast jelent.
Az analdgia mindazonaltan nem tokéletes, mivel az inverz transzformacié képletében
megjelenik egy gobmbhullam fazistagja is, ami akkor tlinne el, ha a P' pontokat nem egy sik
fellleten, hanem egy, a X apertura kdzéppontjara centrdlt gdmbon vennénk fel. A sikhullam-
Osszetev6k hulldamszamvektor-komponensei a kvetkez6k:

! !

! x Vi y
kx:k; ; ky:k?. (293)
10.4. Fraunhofer-diffrakcio felhasznalasa

A Fraunhofer-diffrakcids integral egyszer(ibb esetekben analitikusan is kiértékelhet6. Els6ként
nézzik meg egy téglalap alaku apertura tavoltéri diffrakcios képét.

3 y\’X
i

ly

Ix

— _—
—gt _—

47. dbra. Téglalap-apertura méreteinek megaddasa.

Az E(P) térer8sség az aperturan belil legyen konstans 1, azon kivil nulla:

1 ha |a| <
(294)

+—xw|»—\

X
E(x,y) == rect (l_) rect (%) ; rect(a) 2
x y 0 ha |a| > 5

Ez a z-tengely irdnydba terjed6 homogén, de levagott szél( sikhulldmnak felel meg a %
aperturan torténé athaladas utan. Ezt beirva (288)—be:

elkZ e 22 x +y _
E(x',y") = ff i xty y)dxdy (295)

Az integral analitikusan kiértékelheté:

o elkZ lZZ/(xIZ"‘y,Z) ) lxx, . lyy'

E(x',y") = T Lilysinc <ﬁ> sinc <ﬁ> (296)

2712 / /

b ey _VE L, ve Ll o (L' (LY
I(x,y") =(S) = 5 |E|* = 5 27 Sinet (7 sine® (5= (297)

ahol a sinc(&) fuggvény definicidja:
sin L.x' Ly'

sinc(e) & ST o L WXy bY (298)

mé Az’

Az intenzitasfiiggvény 1-re normalt jellegzetes alakja a 48. abran tekinheté meg.
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48. abra. Téglalap-apertura tavoltéri diffrakcids intenzitdseloszlasa.

Azt a pontot az x- illetve az y-tengelyen, ahol az intenzitas elsé zérushelyét felveszi, Nyquist-
aperturdnak nevezik:
Az’
{=1 = XNyquist = T
X

(299)

Kor alaku apertura tavoltéri diffrakcios képe a fentiekhez hasonldéan hatarozhaté meg, csak a
2D Fourier-transzformacié helyett ennek hengerkoordinatarendszerben felirt megfelelGjét, az
un. Hankel-transzformdciot kell elvégezni.

2

R
D

49. dbra. Korapertura méreteinek megadasa.

A levezetés mellGzésével az eredmény:

ve (kD?\’ J1(mé) 2
I(r') =— 2 , 300
) =3 <8z'> ( & (300)
ahol Ji(rt&) az un. els6faju, els6rendli Bessel-fuggvény, argumentumanak definicidja pedig:
kDr' Dr' 5 2 2 301
é N —— é ! !

A diffrakcids folt 1-re normalt intenzitdseloszlasat ebben az esetben Airy-foltnak nevezik. A
téglalapapertura diffrakcios képével 6sszevetve megallapithatjuk, hogy a mellékmaximumok
itt sokkal kisebbek.
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50. abra. Korapertura tavoltéri diffrakcids intenzitaseloszlasa.
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Az els6 zérushely neve Airy-rddiusz, értéke J1(né) =0 = &=1,22 alapjan:

Rpiry = 1,22 (302)

D
10.5. Fresnel-diffrakcio felhasznalasa

A kovetkez6kben azt vizsgaljuk meg, hogy miként szamolhatd ki a téreloszlas egy idedlis
gombhullam x', y' fokuszsikjdban. A hullam gorblleti sugara p a Z aperturanal.

Feltétel: p >> X (paraxidlis kozelités, hogy a Fresnel-kézelités érvényes legyen). A megvilagitas
tehat egy Q pontforras, amely felé tart a fény:

E(x,y) = E, - e VX Y2407, (303)

ahol a térerdsségamplituddét konstansnak tekintjik a X apertdrdban. Az exponensben a
paraxidlis kdzelités miatt ismét Taylor-soros kozelitést alkalmazhatunk (elsé rendig felirva):

) x2 y?

_lk(p+ﬁ+ﬁ)

E(x,y)=E;-e (304)

XV.y X V. y

idedlis gdmbi hullamfront
e ( p — gorbileti sugar

gombhulldm

s N e,

51. dbra. Magyardzat a gombhullam fokuszsikjdban fellépd téreloszlas meghatdrozdsahoz.

Ezt irjuk be a Fresnel-kézelités Fourier-transzformacios (285) képletébe, és vegyiik figyelembe,
hogy most pont a fékuszsikban vizsgaldodunk, azaz amikor z' = p:

o)

e p LYW, 1

Gy = g [ B anay (305)
hX

Ez formailag megegyezik a Fraunhofer-diffrakcid (288) képletével, csak z' helyett p-szerepel az
egyenletben! Mivel a diffraktdlé nyalab (azaz Q kdzéppontu gombhullam) fazisa a Q pontban
zérus, a geometriai optikailag meghatdrozhatd k-p fazistolds kiesik a képletbdl. Az ehhez a
(nulla) értékhez viszonyitott fazis a fazisanomadlia miatt itt is siet 90°-ot.

Altaldban egy optikai rendszert elhagyd hulldmfront nem idealis, hanem aberracidkkal terhelt:
. _ik(ps Xl 22

E(x,y) = E, - e'k0PD@Y) . ¢ lk(p+2p *2p ), (306)

ahol OPD(x, y) optikai Uthossz kiilonbség irja le a hullamfront idealis gdmbtdl vald eltérését.

Az elektromos térer8sség abszolutérték négyzetébdl megkapjuk a szamunkra altaldban

leginkabb érdekes intenzitdseloszlast:
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2

2 Tty
_ve Ej ﬂ' ik-0PD(x,Y) . e_i%(x xry J’)dxdy : (307)
3

_7/12[)2

llyen esetekben a (303)-el bevezetett idedlis gombhulldamot Gauss-féle referenciagémbnek
nevezik. Amennyiben a X aperturaban egy f effektiv fékusztavolsagu vékonylencse helyezkedik
el (o =), Id. 52. abra, akkor a balrdl érkez6 sugarzas Fourier-transzformaltja pont a lencse
fokuszsikjaban jelenik meg.

/VW/ Px= 1/fX

52. dbra. Gombhullam fékuszsikjanak pontjai és a térfrekvenciak kapcsolata.

A Fraunhofer-diffrakciondl tanultak alapjan a fékuszsik kiilonb6z8 pontjainak a kovetkez6
térfrekvenciak feleltethet6k meg:
f x' k=21 f 2m - x' 0. ~ted k, x' 0 y'
= — d = 4LTT * = - =~ =—=— eSS ~ —
X A . f X X /1 . f X g X k f y f
Ha a lencse aperturajanak sikjaban a belépé tér egy olyan sikhulldm, amely 6 és 6, szoget zar
be a z-tengellyel, a fokuszsikban kapott téreloszlas egy olyan fékuszfolt lesz, amelynek a
kozéppontja x'ill. y' tavolsagra eltolédik az optikai tengelyt6l. Tehat a 2D Fourier-transzformalt
egy adott térfrekvenciaju komponensének fizikailag egy meghatarozott sz6gl sikhullam felel
meg.

(308)

A (305) integral a Fraunhofer-kozelitésnél alkalmazott modon kiértékelhets, amibdl kor
aperturanal, idedlis gdmb hulldmfront esetén megkapjuk a mar bemutatott Airy-foltot. Ezeket
az eredményeket felhasznalva a D atmérGjli vékonylencse képsikban mért Airy-folt sugara
paraxialis kozelitésben a kovetkezd:

Af
D
Megjegyzend6, hogy megfelel6 moddszerekkel lehet olyan lencserendszereket tervezni,
amelyek nem csak a paraxialis kozelitésben Fourier-transzformalnak; ezeket Fourier-
transzformacios lencséknek nevezik.

Rpiry = 1,22 (309)
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10.6. Fraunhofer-diffrakcio alkalmazasa: tavcso felbontoképessége

objektiv

RAiry

A

apertura-
4tméré =D p okular

53. abra. Kepler-tavcsé felbontdképességének meghatdrozasa.

Rayleigh-féle felbontds kritérium: két vizualisan még felbonthaté diffrakcids folt egyikének az
elsé minimuma egybeesik a masik maximumaval, |d. 54. dbra.

1.2

1.0 4

(33 (mw)(wE))? [-]

0.2 4

0.0

0.8 4

0.6 -

0.4 -
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54. dbra. A felbontdképesség Rayleigh-kritériumdnak szemléltetése.

Tavcs6nél az az apertira emelyen létrejon a fénydiffrakcid, az objektiv lencse v. fétukor
aperturaja. A kérapertara Fraunhofer-diffrakcids modelljébél a tavesd szogfelbontdsa:

R.:
A8 ~ tg(A) = 22X =

A
1,22 - —

= 310
z' D ( )

10.7. Fresnel-diffrakci6 alkalmazasa: mikroszkop felbontoképessége (kieg. any.)

objektiv ; fefr; NA

Y

apertlraatmérdé D

kép okulr

A A

RAiry

targy

9! |
':i*<
i

itt a kis szogek miatt teljesiil
a paraxialis kozelités

55. abra. Mikroszképobjektiv felbontoképességének meghatarozasa.
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Kis numerikus aperuraju (sin @ < 0,1) koraperturas lencse Rayleigh-felbontasa a képoldalon
Id. (309):

!

, Az , D
RAiry = 1,227 = tg9 = ﬁ = 0,61

~ sin @’ (311)

Altalaban ezt a formulat nem hasznalhatjuk kdzvetleniil mikroszkép-objektivekre, mivel azok
tipikusan nagy numerikus aperturaju rendszerek. Mindazondltal egyuttal aplanatikus
leképez6rendszerek is, ebbdl kifolydlag teljesitik az un. Abbe-féle szinuszfeltételt:

Rairy *m - sin@ = Ry, -1’ - sin 6’ (312)

amibdl a targyoldali felbontas:
Ryiry = 0,61—22 —061/10 313
Aty = 2 1 sin 6 NA (313)

(B6vebb magyarazat: Id. pl. [3].)

10.8. Rés Fraunhofer-diffrakcios téreloszlasa (kiegészit6 anyag)

A rés egy egydimenzids struktura, melynek tavoltéri téreloszldsa kétdimenzids diffrakcids
problémaként kezelendd. Sajnos a téglalapapertira 3D Fraunhofer-diffrakcids téreloszlasabal
a megoldas hatdrértékképzéssel nem szdrmaztathatd, mert ha az apertura egyik mérete tart
a végtelenhez, akkor maga a Fraunhofer-kozelités érvényét veszti. Emiatt az analitikus
megoldas szigoruan véve a 2D hullamegyenletbdl és a 2D Green-tételbdl vezethetd le, viszont
kis Ugyeskedéssel kiokoskodhaté (288)-b6l. A megoldashoz olyan térerdsséggel kell
megvilagitani az Ix és Iy szélességli téglalap alaku 2 aperturat, amely szorzat alakba irhato:

E(x,y) = Ex(x) - Ey(¥) (314)

Ekkor a diffrakciés integral is felbonthaté két tényezd szorzatdra:

ikz’ X k xrz Ix/2 ikz' iLyIZ ly/2

E( , ,) (6 2 -e2z J E (x) —i ,x xd ) e 2 -ez2z J E (y) _iilyryd (315)

X,y )= .7 e z x N y ez y
Vidz i Vidz i

Réseknél a megvilagito tér ilyen alaku:

E(x,y) = JE.£(X) - JE,E), (316)

ahol Eo a térerGsségamplitudd az x = y = 0 pontban, és y-iranyu rés esetén E(y) := 1. Ekkor a
diffrakcios integral igy néz ki:

ikz' K2 lx/2 ikz' k 12 ly/2
e 2 e 22 L e 2 e 227 yy
E(x,y) = | JEogw -5 ax B [ e e1m)
=lx/2 —ly/2

Mivel y-irdnyban a rés végtelen, ebben az irdnyban vizsgalva az EM tér egy geometriai
optikailag terjedd sikhullamként viselkedik, azaz tetsz6leges 7z’ koordinatara megérzia z’ =0
sikban felvett \/E—O értékét, valamint a kezd6fazisat. Ezen megfontolasok alapjan a jobb oldali
zardjelben 1évé kifejezésnek ennek kell lennie:

ikz'

e 2 \/E (318)
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A rés térerésségeloszldsa (316) alapjan:

E(x) = Ey€(x) (319)
Ezzel megkapjuk a mértékegységhelyes végereményt:
ke | jime’® 2 K
e - e 2z’ .k,
E(x") = _ f E(x)-e 'z *dx. (320)
i1z’

—ly/2

Amely valéban egy hengerhullam téreréssége ha E(x) = const., hiszen az intenzitds 1/72'-vel
csokken. Erdekesség, hogy 2D esetben a fazisanomalia nem 90°, hanem csak 45°-0s eltérést
ad a sikhulldamhoz képest.
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11. STATISZTIKUS OPTIKA - IDOBELI KOHERENCIA
Forrasok: [3], [10], [11], [12], wikipedia

11.1. Bevezetés - a koherencia fogalmanak kialakulasa

A 17. szdzad masodik felétél egyre tobb megfigyelés jelezte, hogy a fényrél alkotott addigi
fogalmak nem teljesen felelnek meg a valésdgnak. Grimaldi a geometriai iton nem leirhaté
fényelhajlast fedezte fel arnyékok szélén. Az effektust ,diffraction”-nak (széttéredezésnek)
keresztelte el (magyarul fényelhajlasnak hivjuk), és a kialakuld mintazatokat az éter (a
fényrészecskéket hordozd képzeletbeli kdzeg) hulldmzdésaival magyardzta. Mikroszkdpos
kisérleteivel Hooke a szinpigmenteket nem tartalmazé targyak (pdvatoll, rovarpancél) szines,
iranyfliggd reflexidjat vizsgalta (irizadlas). A szdzad végén Huygens elasztikus hullamok
(pontosabban impulzusszerld zavarok) segitségével mar le is tudta irni a fényelhajlds
alaptulajdonsagait. A 18. szazadi fejl6dést nagyban gatolta ugyan Newton részecske-elmélete,
de a nagy tudds akaratlanul is hozzajarult a hulldamelmélet fejlédéséhez: 6 jegyezte le els6ként
a két lveglemez kozotti vékony légrésben kialakuld periodikus mintazatot (Newton-gy(ir(k,
vékony lemezek és hartydk szine), illetve felfedezte, hogy a fehér fény szinek 6sszegébdl all (a
»spectrum” kifejezést is 6 alkalmazta el6sz6r a magyarul szinképnek nevezett fogalomra). A
19. sz. elején Young a modern optika hulldmtani alapjait fektette le a két résen athaladé és
vékonyrétegekrél (pl. szappanbuborék) visszaver6d6é fény szokatlan viselkedésének
magyarazatdval. A tapasztalt hatdsokat parhuzamba allitotta a viz- és hanghulldmok egymast
erdsit6 és gyengité képességével, és az effektusra bevezette az interferencia fogalmat.
Kétréses hullamfrontoszto interferométerének segitségével megadllapitotta, hogy a réseket
megyvilagité fénynek azonos forrdasbdl kell szarmaznia azért, hogy az interferencia érzékelhet6
legyen. A jobb lathatdsag érdekében a napfényt el6szor egy kicsi lyukon engedte at, és az igy
kapott pontforrassal vilagitotta meg az interferenciat létrehozé tovabbi két rést. A szin
fogalmat 6 kapcsolta el6szor a fény, mint rezgés periodicitdasahoz, interferencia-kisérletei
segitségével meg is hatarozta az alapszinek hozzavetéleges hulldmhosszdt. A hullamelméletet
végll Fresnel foglalta egységes keretbe 1817-ben.

Fraunhofer 1814-ben prizmas spektroszkdéppal végzett vizsgalatai soran sotét vonalakat
fedezett fel a Nap szinképében. Ezek magyarazatat 1861-ben adta meg Bunsen és Kirchhoff,
miszerint az elemek rdjuk jellemzé monokromatikus (egyszin() hullamokat nyelnek el és
sugaroznak ki (abszorpcid, emisszid). A kémia hivd szavdra egycsapasra beindult a
szinképelemzés. 1862-ben Fizeau publikalta amplitiddoszto interferométeres vizsgalatainak
eredményét. Egyszinl, tehat adott hulldmhosszisdgunak gondolt fényt vizsgalt a rdla
elnevezett amplituddosztéd kéthulldmu interferométerben, ahol a fényforras sarga
natriumlang volt (Na, D-vonal). A tudds azt tapasztalta, hogy az interferogram az
uthosszkilonbség fliggvényében elGszor szinte teljesen eltlnik, majd ujbdl megjelenik. Igen
helyesen azt a kovetkeztetést vonta le, hogy a latszdlag egybefiiggé D-vonal valéjdban két igen
kozeli, nagyjabdl azonos teljesitményld komponenst tartalmaz. (A kvantummechanikai
atommodellnek megfelel6en valdban ez a helyzet: a kérdéses spektrumvonalak a natrium
3p — 3s atmenet emissziéjabdl erednek, ahol a p-allapotnak finomstrukturaja van, azaz két
kozeli energiaszintet tartalmaz; a megfelel6 hullamhosszak 589,0 és 589,6 nm.) Prizmas
spektroszkdppal maga Fizeau is meggy6z6dott elmélete helyességérdl. Tehat alig, hogy
monokromatikusnak gondolt fényt kezdtek vizsgalni interferométerrel, kiderilt, hogy az
egyszinlinek latszé fény mégsem teljesen egy hulldmhosszUsagu, és az interferogram
lathatosaga fligg a spektrum szélességétdl.
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1865-koril Verdet Ujragondolta Young kétréses kisérletét. Arra a kérdésre kereste a valaszt,
hogy kozvetlen (térben szliretlen) napfényt alkalmazva milyen messzire lehet egymastodl a két
rés, hogy még lathaté maradjon az interferencia. (Szamitasai alapjan ez a tdvolsag 20 um-nek
adddott.) 1868-ban Fizeau javasolt egy hullamfrontoszté interferométert, amelynek a
segitségével elvben tavoli objektumok (bolygdk, csillagok) latszolagos atmérdjét lehet
meghatdrozni. Gondolatkisérletében egy tavcsd fétukrét kimaszkolta, a fény csak két tavoli
nyildson at érhette el a fokuszt. A kialakuld interferenciamintazat lathatésaga a megfigyelt
objektum méretétdl fligg. Az elrendezést kés6bb Michelsonnak sikerilt megvaldsitania:
csillagdszati interferométerével el@szor a Jupiter Galilei-holdjainak atmérgjét mérték meg
1891-ben. Ugyanett6l az évtdl publikdlta a spektrumanalizis terén végzett kutatdsanak
eredményeit Michelson: a réla elnevezett, 1880-ban feltaldlt amplitiddoszto
interferométerrel szamos elem szinképének vonalait tanulmanyozta, az interferogram
ldthatdsdgdt vizsgdlva az uthosszkilonbség fliggvényében (ez az alapja a mai interferencia v.
Fourier-transzformacids spektroszkdpianak). Kiderilt, hogy az elemi spektrumvonalak nem
végtelenll keskenyek, hanem a fényenergia folytonosan oszlik el egy kis
hulldmhossztartomanyon. Michelson meghatdrozta az 0Osszefliggést az interferogram
intenzitds — Uthosszkiilonbség gorbe és a teljesitményspektrum alakja kdz6tt, ami nem mas
mint az (1830 korul Sturm és Liouville altal megfogalmazott) Fourier-transzformdcio. A
Michelson 4dltal legmonokromatikusabbnak taldlt Ao = 643,8 nm-es kadmium vonal
interferogrammjanak lathatdsdga kb. 15 cm-es uthosszkiilonbségnél esik felére, ez alapjan a
spektrum szélessége: AMrwhm = 0,0013 nm.

1907-ben Laue publikdlta két fénynyaldb korreldciéjaval kapcsolatos kutatdsainak
eredményeit. Cikkében a korrelacié szamszer(sitésére bevezette a koherencia fogalmat
(minél koherensebb a fény, annal korreldltabb, azaz anndl inkdbb képes interferenciat
|étrehozni). Wiener, Schrodinger, van Cittert és Zernike kutatdsai nyomdn a koherencia
fogalma pontosodott, szétvalt a térbeli, és idébeli koherencia fogalma. Az el6bbi Young
kétréses kisérleteihez és Michelson csillagaszati interferométeréhez, az utébbi Fizeau és
Michelson spektrdlis vizsgalataihoz kapcsolhatd. Amplitiddosztd interferométerekben (pl.
Michelson) az id6kiilonbséget (uthosszkiilonbséget) valtoztatjuk és az interferogram
lathatdsagat figyeljuk. A fény (Rgmer 1675-0s mérései utan ismert, kés6bb pontositott)
sebességébdl konnyen kiszdmithatd, hogy az adott lathatdsag-csokkenéshez tartozd
uthosszkilonbség megtételéhez mennyi idé szikséges. Ezt az idGtartamot koherenciaidének
nevezzik. A térbeli koherencia elméletének leirdsat Zernike alkotta meg 1939-ben, bevezetve
tobbek kozott a jelenség mértékének szamszer(sitésére alkalmazott koherenciafokot. (A
teljesség kedvéért megemlitends, hogy létezik még polarizaciéos koherencia is, melynek
jellemzésére Wiener 1928-as publikacidja ota a koherenciamdtrixot hasznaljak.) A koherencia
fontossagara Wolf hivta fel a figyelmet az ide vonatkozd elméletek rendszerezésével,
Osszegzésével és tovabbfejlesztésével a Born-Wolf: Principles of Optics 1959-ben megjelent
els6 kiadasaban.

A statisztikus fliiggvényanalizis fejlédése nyoman az 1930-as évekre valt lehetévé az id6beli
koherencia fizikai értelmezése és preciz leirasa. Statisztikai szempontbdl egy jel (rezgés,
hulldm) tekintheté determinisztikusnak vagy indeterminisztikusnak. Az elGbbiekre példa a
linedris rendszerek leirdsdra kivaldan alkalmas harmonikus rezgés, amit optikdban
monokromatikus hulldamnak neveziink. llyen hullammal elvileg végtelen Uthosszkiilonbség
mellett is kaphato interferencia, azaz a rezgés koherenciaideje végtelen (Id. kék gérbe az 56.

— 86 —



abran). Indeterminisztikus jelet pl. dgy allithatunk eld, ha végtelen sok, kiilonb6z6 frekvenciaju
és véletlen kezd6fazisu harmonikus rezgést 6sszegzilink (Id. narancs gorbe).

E[] E[]

A AN AL,
v \/ V (e \/U UU (e

56. dbra. Azonos teljesitményspektrumu hullamok: véletlen kezdéfazisu spektralis
komponensek (a), és azonos kezd6fazisu spektrdlis komponensek (b) esetén.

Amennyiben a kezdé6fazisok nem véletlenszerliek, hanem pl. azonosak, akkor impulzust
fogunk kapni (Id. jobb oldali dbra). Bar az impulzusok 6nmagukban determinisztikusak, véges
id6tartamuk miatt az ennél nagyobb id6kilonbségek esetén itt sem kapunk interferenciat. Az
impulzusok targyaldsatdl a tovabbiakban eltekintiink.

Az indeterminisztikus rezgések egyik fontos jellemzéje a véges (tehat nem nulla) szélességd
spektrdlis teljesitménys(irliség (power spectral density), azaz egy ilyen hulldm nem tekintheté
monokromatikusnak. Tovabbi fontos statisztikus jellemz6 az autokorreldcids fliggvény, amely
megmutatja, hogy a rezgés fazisallapota két, adott tavolsagra |évé id6pillanat kbzott mennyire
korreldlt, mennyire van Osszhangban (mennyire koherens). Ha a vizsgdlt idGintervallum
szélessége zérus, akkor tokéletes a korrelacid, az autokorrelacids fliggvény értéke maximalis.
Determinisztikus jeleknél (pl. monokromatikus rezgésnél) az autokorreldciés fliggvény értéke
barmilyen széles idGintervallumra konstans, indeterminisztikus jeleknél viszont fokozatosan
nulldra csokken. Egy interferogram lathatdésdaga szoros kapcsolatban van a rezgés
autokorreldcios fliggvényével. A spektrumvonalak vizsgalatakor Michelson arra jott ra, hogy
indeterminisztikus jeleknél minél szélesebb frekvenciatartomanyra terjed ki a spektralis
teljesitménys(rliség, annal keskenyebb az autokorrelacids fliggvény (és forditva), tehat anndl
kisebb a koherenciaid6, azaz a rezgés egyre kevésbé koherens. A matematikaban, teljesen
altalanos formaban ezt az 1930-as években felirt Wiener-Khinchin-tétel fogalmazza meg: az
autokorrelacios fliggvény és a spektralis teljesitménys(irliség egymasnak kolcsénds Fourier-
transzformaltjai. A modern fizikdnak az az aga, amely indeterminisztikus fénysugarzasok
leirdsdval foglalkozik a statisztikus optika, melynek részletekbe mend taglaldsat [13]-ben
talalhatjuk meg.

11.2. Keéthullamu interferencia két frekvencia esetén

A tovdbbiakban két kdzel azonos irdnyba haladd, azonos polarizaciéju sikhullam (,,a” és ,,b”)
interferenciajat vizsgdljuk (tehat paraxialis skalar kozelitésben), ugyanis ezen a példan
keresztiil lehet a legegyszerlibben megismerkedni az id6beli koherencia interferogrammokra
gyakorolt hatasaval. Valds terminolégiat haszndlva az eredé intenzitas ekkor:

2 1 15 2
I(r,T) = ve ((Ea(r,t) + Ep(r,0))") = ve f (Ea(r,t) + Ep(r, ) dt (321)
-T/2

Fizeau nyoman nézzik meg el6szor két olyan hullam interferencidjat, amelyek két-két eltéré
korfrekvencidju harmonikus komponenst (w1 és w;) tartalmaznak. A koénnyebb
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megkllonboztethet6ség végett Eo helyett innentél A-val és B-vel jel6ljik a két interferald
nyaldb amplitudéit:

Ey(r,t) = A; cos(wyt — Ky T + @a1) + Az cos(wat — Kap + ¢,2)

= A; cos(wt + Dyy) + A, cos(w,t + Dy5) (322)
Ey(r,t) = By cos(wyt — Ky T + @p1) + B, cos(w,t — Ko + @)
= B, cos(w,t + ®p,) + B, cos(w,t + ®y,) (323)

Természetesen feltételezziik, hogy ka1 || ka2 és ko1 || ko2. A négyzetre emelést elvégezve:

(Ea(r,t) + Ep(r,£))” =

= A;A; cos(w t + P,) cos(w it + P,;) + A1A, cos(wqt + Dyp) cos(wyt + yy) +
+ A;B; cos(wqt + ®,,) cos(w t + Ppq) + A;B, cos(wt + P,;) cos(wyt + Pyy) +
+ A, A  cos(wyt + D,,) cos(w it + Pyq) + AyA, cos(w,yt + Pyy) cos(w,t + Pyy) +
+ A, B, cos(w,t + @,,) cos(wqt + Pyy) + A, B, cos(w,t + Py,) cos(wat + Pyy) +
+ B1A; cos(wqt + ®pq) cos(wqt + P,q) + B1A, cos(w it + Ppq) cos(wyt + Dyy) +
+ B;B; cos(w,t + ®pq) cos(w;t + Pp;) + B1B, cos(w it + Ppq) cos(w,t + Pyy) +
+ B, A cos(w,t + ®Pp,) cos(wqt + P,q) + ByA; cos(wyt + Pyy) cos(w,t + yy) +
+ B,B; cos(w,t + ®y,) cos(w,t + Pyy) + By B, cos(w,t + Py,) cos(wyt + Dyy)

(324)

Ezutan tagonként elvégezziik az id64atlagolast (mivel az linedris muivelet). EI6sz6r olyan révid

T-t valasztunk, hogy csak az EM tér 10 Hz koruli rezgései atlagolddjanak ki (mintha lenne egy

gyors detektorunk, ami 10'% Hz alatt levag). A kifejezés azon tagjai, amelyekben a

szorzattényez8k azonos argumentumu koszinuszfliiggvényt tartalmaznak konstans értéket

vesznek fel. Példaul:

A1Aq
2

Azokat a tagokat, amelyek tényez6i kiilénb6z6 argumentumu koszinuszfliggvényt
tartalmaznak, az alabbi trigonometrikus azonossag segitségével bontjuk ketté:

2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b) (326)

(A1A; cos(w it + D,q) cos(w it + Dyy)) = (325)

Példaul:

A A, cos(wqt + D,q) cos(wyt + Dyy) =
A4,
= [cos((a)1 + W)t + O,y + CDaz) + cos((a)1 — W)t + D,y — (Daz)] (327)
Az ilyen tagok id6atlagolasakor az 6sszegfrekvencids tag a nagy rezgésszam miatt mindig nullat

eredményez. Ezek alapjan (324)-bdl a kovetkez6 marad:
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((Ea(r, ) + Ep(r,0)) =

= Alel + Al cos((wy — w )t + Py — Pyy) +

+ 4.5, cos((wy — w)t + Dy — Dy ) + A1232 cos((wy — wy)t + Py — Ppy) +

+ 424y cos((wy — w )t + Py — Pyy) + 424,

+AZB1 cos((wy — w )t + Py — Py ) + 425, cos((wy — W)t + @y — Ppy) +

+ B4, cos((wy — )t + Ppy — Pyy) + 312142 cos((wy — o)t + Ppy — Pyy) +
31231 + 5,5, cos((wy — W)t + Ppy — Ppy) +

+ Bz cos((wz — W)t + Oy, — CI)al) + BaA cos((cuz — W)t + Oy — CIDaZ) +

+ 32231 cos((wz — W)t + Oy, — CI>b1) + 32232

(328)
A kifejezést dtrendezve:
A4, AA, BBy B,B
((Ea(r, t) + Eb(l", t))z) = 12 1 22 2 + 12 1 22 2

AlBl AZBZ
cos(®,; — Pyy) + cos(®,, — Dyy) +

+

+ Bidy cos(Ppy — Pa1) + %cos(‘bbz ~Pa) +

+AlA2 cos((w; — w)t + Pyy — Pyy) + 4% cos((wy — wp)t + Pay = Prz) +
+A22A1 COS((wz —w)t+ D,y — cDal) + A5 COS((‘UZ —wy)t+ Py — q)bl) +
+ 312‘42 cos((wy — W)t + Ppy — Pyy) + B15, cos((wy — )t + Ppy — Pp) +

B,A B,B
21 COS(((UZ - wl)t + cDbZ - cDal) + 21

cos((wy — w )t + Ppy — Ppy)  (329)

A gyakorlatban w1 és w; eltérése is altaldaban olyan nagy, hogy detektoraink még a kiilonbségi
frekvencids rezgést sem tudjak lekovetni. Pl. a Fizeau 1862-es kisérletében alkalmazott
natrium D-vonal hulldmhosszai 589,0 és 589,6 nm, aminél wi1—w; = 3,3-10%2 Hz. Tehat azt lehet
mondani, hogy méréseink sordn minden id6fligg6 tag kiatlagolddik. Ez aldl egymddusu lézerek
lehetnek kivételek, ahol a frekvenciasdvszélesség 1-10 MHz. Megfelel6 sdvszélességl
detektorral ilyen esetekben kimutathatdé a fent leirt nagyfrekvencids lebegés illetve
modulacio. A (329) kifejezésbdl tovabbi atrendezés utan ez marad:

(Ea(r,0) + Ey(r,0)°) =

A1A, | BBy AA; | BB
= [ > + > + A1B; cos(@a; — ‘Pb1)] + [ > + - + A3 B, cos(@,; — ‘sz)] , (330)
ahol kihaszndltuk, hogy a koszinusz pdros flggvény, emiatt az argumentuma anélkil
szorozhaté -1-el, hogy az értéke megvaltozna, és kifejtettiik ®-t. Itt most az egyszer(iség
kedvéért két teljesen azonos irdnyba haladé sikhullamot tekintlink, emiatt a helyfliggd tag
kiesett, de altalanos esetben @(r) helyfliggé. Az eredmény értelmezése az, hogy ,a” és ,b”
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hulldm szuperponaldsakor csak az azonos kérfrekvencidju (hulldmhosszi) komponensek
hoznak létre interferenciat, és az igy kapott interferogrammok intenzitdsa ésszegezheté. Mivel
azonos hulldamhosszu, konstans kezd6fazisu fénysugarzdsokat csak azonos forrasbol szarmazo
fény kettéosztasaval tudunk megvaldsitani, feltételezhet6, hogy az A és B amplituddk
aranyosak egymassal. Tehat az altalanossag elvesztése nélkiil irhatjuk, hogy:

Bi=p-4;; B, =p- A, (331)

ahol ,,p” konstans ardnyossagi tényez6. Ezzel (330) igy alakul:
2
((BEa(r,0) + Ep(r, 1)) =
1 p? 1 p?
= A4 P + Bl + pcos(@a1 — Pp1) | + 4245 2 + ) + p cos(@az — Pb2) (332)

Az altalanossagot némileg korlatozva tegyiik fel, hogy a két interferalé fénynyaldb azonos
amplitudéju, azaz p = 1. Ezzel:

((Ba(r,) + Ep(r,0)") = 4141 (1 + c05(@a1 — @p1)) + Az Az (1 + c05(@az — @12)) (333)

illetve az atlagintenzitasok:

AZ

Iy, = Iyy = ve((4; cos(wit — KT + ¢,1))%) = V£71 2L (334)
A3

Lz = Ipy = ve((Az cos(wyt — Kool + 953))%) = ve— 2 I, (335)

2

Ezzel az eredd intenzitas:

I = 2I;(1 + cos(@a1 — @p1)) + 21,(1 + cos(@a2 — Pp2)). (336)

A faziskilonbséget (mind hulldmfront- mind amplitiddosztd) interferométerekben fizikailag
adott d Uthosszkiilonbséggel hozzuk létre. Ezzel az fazisklilonbség a kovetkezd alakba irhato:

k=nZ 27 4= P g 27 4 = “2 g (337)
= n— = — = — = —"Nn ; — = — =—na,

c Pa1 — Pv1 1 c Paz — Pob2 1 c
ahol n a kozeg torésmutatdja (most feltételezziik, hogy ez nem hulldmhosszfliggd, de a
valdsagban kismértékben az). A hulldamhosszrél azért érdemes attérni koérfrekvencara, mert
linearis kozegekben w allandd. A (337) behelyettesitésével, és OPD = nd bevezetésével (336)-
bodl ez lesz:

1(0PD) = 21, (1 + cos (% OPD)) + 21, (1 + cos (% OPD)). (338)

A fenti Osszefliggés az interferogrammot két koszinuszfliggvény (elemi interferogram)
Osszegeként irja le. Mivel mindkét komponensnek mas a frekvencidja (peridédusideje,
hulldmhossza), OPD novekedtével az elemi interferogrammok egymdshoz képest
szétcsusznak. Ezt szemlélteti az 57. dbra harom eltéré hullamhosszra, Fizeau-interferométer
felhasznaldsaval. Az interferogram lebegése jél megfigyelhetd pl. a kék-zold hulldamhosszak
esetén: OPD = 0,7 um-nél a két interferogram ellenfazisban van (itt tlinik el az eredd
interferencia), 1,5 um-nél pedig azonos fazisba kerilnek (itt Ujra megjelenik). Végtelen szamu
hulldmhossz Osszegzésekor az Uthosszkiilonbség emelkedésével az eredd interferogram
lathatosaga fokozatosan tart a nulldhoz.
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57. abra. Fizeau-interferogrammok kiilonb6z6 hulldmhosszu sugdrzdsok esetén.

A (338) kifejezés segitségével a kétfrekvencias esetrdl konnyen attérhetilink tetszéleges szamu
komponenst tartalmazé frekvenciaspektrumd hulldmok interferencidjara. A tovabbiakban az
interferogrammokat, a gyakorlatnak megfelel6en, Michelson- (vagy mds néven Twyman-
Green) interferométerben vizsgaljuk (58. abra), mert abban az OPD folyamatos, kontrollalt
valtoztatdsa sokkal kdnnyebben és pontosabban megoldhatd. A vizsgdlt | intenzitds az 58.
abran lathaté detektor altal mért jellel (aram, feszlltség) aranyos.

referenciatiikor

A

targytukor

fényforras

[}

Y
A
Y

OPD =n-d

' |
t=0PD/c
[ ]

detektor

58. abra. Michelson (Twyman-Green) interferométer.

11.3. Kéthullamu interferencia tobb frekvenciat tartalmazo rezgés esetén

Ha ,,N” darab kiilonb6z6 hullamhosszusagu komponensbdl all az ,,a” és ,b” hulldm, az el6z6
gondolatok altalanositasdval az interferogram intenzitasa az alabbi médon kaphatd meg:

1(0PD) = 2 Z I; (1 + cos (% 0PD)) (339)

A fenti esetben az N db diszkrét korfrekvencia alkotja a fény spektrumdt. Amennyiben a
spektrum folytonos, az 6sszegzésbdl integralas lesz:

r dI(v)

1(0PD) = zj S@) - (1+ cos (ZH% L0PD ))-dv ; S() = — (340)

0
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ahol S(v) egy Uj mennyiség, a spektralis slir(iségfliggvény. Folytonos Gizem(i fényforrasoknal a
spektrdlis teljesitménysdrliséget hasznaljak, az energidra vonatkozé s(rlségfliggvényt pedig
pl. impulzusoknal alkalmazzak. A fenti képletben korfrekvenciardl attértink frekvenciara
(v = w/2m). Az ,,a”" vagy a ,b” interferdld nyaldb Gsszintenzitdsa ezzel kifejezve:

Iy = f S()dv (341)
0
Ha azt az id6t amely alatt a fény OPD-nyi optikai Uthosszat megtesz, t-val jel6ljiik:
( oPD
I(7) = 2f S(W)(1 +cosmv-1))dv ; T2 — (342)

0

A fenti kifejezéssel leirt intenzitds nem mds, mint a t fliggvényében felvett interferogram. Az
Osszefliggés egy konstans és egy t-fliggd tagot tartalmaz. Ezeket szétvalasztva:

oo (0] (0]

I(7) = 2] 5(v)dv+2f S(v) cos(2mv - 1) dv = 2I, 1+f SO)

0

cos(2mv - ) dv | (343)
0 0 0

Bevezetve a normdlt koherencia fliggvény (mds néven koferenciafok), g(t) fogalmat (néhol y-
val jelolik), a fenti 6sszefliggés altaldnosan igy irhato fel:

o)

g(r) = f S?/) cosnv-t)dv - I(1) = 210(1 + g(r)). (344)
0
0

A 12. fejezetben azt fogjuk megnézni, hogy mit jelent a g(7) fuggvény a gyakorlatban, hogyan
lehet meghatdrozni egy konkrét spektrumbdl vagy a térerdsség id6beli valtozasabal, és mik a
fébb jellemzéi.
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12. AZ IDOBELI KOHERENCIA VIZSGALATA IDOTARTOMANYBAN

12.1. Kvazimonokromatikus hullamok

A véges szélességli, folytonos teljesitményspektrumban véletlen kezddéfazissal rendelkezé
spektralis komponenseket tartalmazé rezgések id6tartomanyban indeterminisztikus jelként
viselkednek. llyen hulldmokkal csak véges uthosszkiilonbség esetén hozhatd Iétre
interferencia. Az indeterminisztikus rezgések kozul mdszaki szempontbdl azok a
legérdekesebbek, ahol az interferencia a hulldmhossznal jéval nagyobb uthosszkiilonbség
esetén is még lathaté marad. Az ilyen sugarzdsok teljesitményspektrumdra az a jellemz6, hogy
egy kozponti frekvenciat tartalmaz (vo), amelyhez képest a spektrum szélessége jellemzéen
kicsi: Av << vo. Az ilyen rezgéseket kvdzimonokromatikusnak nevezzik.

1.2

1 -

0.8 -

0.6 - Av

0.4 4

0.2 A

Sp. teljesitménysiir(iség (S/S,,ax) [-]

0 T T T T ;
0O 02 04 06 08 1 12 14 16

Frekvencia (v/vy) [-]

59. dbra. Kvazimonokromatikus fényforras teljesitményspektrumanak szemléltetése.

Elméletileg barmilyen jelalak id6fliggése felirhatd a kdvetkezd altalanos formuldval:
E(t) = A(t) cos(wot + (1)) (345)

Kvazimonokromatikus esetben Av << vo, emiatt mind az amplitudéra (A) mind pedig a fazisra
() jellemzs, hogy id6ben joval lassabban valtoznak, mint a korfrekvencia. Hasonléan a
geometriai optikdnal vizsgalt lassan valtozé amplitudéju kozelités targyaldsahoz, (345) id6
szerinti derivalasabdl a kovetkezd adddik (To a kozépfrekvencidhoz tartozé periddusidét jeloli):

1dA 1dA

-—— ——T,
Adt Adt °
Az ilyen rezgések két tipikus fajtaja lathaté a 60. abran. A bal oldali képen az un.
amplitidémodulacié lathatd (ez felel meg a lathatd sugarzasok tobbségének, mint pl. LED-ek,
izzdszalas és fluoreszcens forrasok), a jobb oldalin pedig a frekvenciamodulacio, ami
egymoédusu lézereknél, FM-modulalt radiéhulldmoknal fordul el6. A tovabbiakban csak az

amplitidémodulaciéval foglalkozunk.

K 2m é d | 1G4 |d To| < 2 346
@ = @
moés o Wy 3 lo s (346)

|<<w0(:)
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Térerdsség (E) [-]

1dé (1) [T] Idé () [T]
Amplitidémodulacid: E(t) = A(t)-cos(wot + @)) Frekvenciamoduldcié: E(t) = A-cos(wot + ¢(t))
60. dbra. Kaotikus, spontan emisszioju (termikus) (a) és indukalt emisszidju fényforras (b)
elektromos térerdssége id6fliggésének bemutatdsa.

A fénykibocsajtasi folyamat fliggvényében a teljesitményspektrum alakja tébbféle lehet, pl.
Lorentz (élettartam v. Utkozési kiszélesedés v. Fabry-Perot rezonatorok), vagy Gaussos

(Doppler-kiszélesedés). A frekvencia- és a Ao k6zéppontu hulldmhosszspektrum szélessége
kozotti kapcsolat konnyen megkaphaté:

c 2 AAl  |Av
v=—; = —Av = [ ] Av = |AA] = Ay & |—|=[— (347)
A Ao Vo
Ao
Lathaté fényforrasok: Gazlézer: AA ~ 0,001 nm

Szilardtestlézer: AA~ 0,1 nm
Félvezet6lézer: AA~ 1 nm (+ hémérsékleti ingadozas: 2 nm/10°C)
LED: AA~ 10 nm

12.2. Kvazimonokromatikus rezgés koherenciafiiggvénye

A (344) definicié alapjan érdemes bevezetni a komplex koherenciafliggvényt, mert ez
jelent6sen leegyszer(siti a tovabbi 0sszefliggések targyalasat:

oo [o9]

g = f 55:) cos 2mvt dv + if SW) S(v)

0

[oe]
sin 2mvt dv = f
0
0 0 0

Az integraldsi tartomany kiterjeszthet§ —oo-ig, mert egy kvazimonokromatikus fényhullam

spektruma mindig egy adott frekvenciaintervallumra korlatozédik, amelynek alsé hatara igen
ritkan tart v =0 Hz-ig:

e2™Tdy (348)

ooS V) . 00S V) .
g(’t’) — f %elZm/rdv ~ f%elmrvrdv (349)
0 —00

Ez az integral pedig nem mds mint az inverz Fourier-transzformacié képlete, vagyis:

S
g() = T‘l{ Ev)} ill. g(r) = Re{g(1)} (350)

0

Tehat a spektralis teljesitményslirlség inverz Fourier-transzformaltja a normalt koherencia
fuggvény, ami viszont azt jelenti, hogy S/lo a §(t) fuggvény Fourier-transzformaltja:
SWw)
Iy

= F{g(D} (351)
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Azaz a normalizalt koherencia fliggvényb6l a spektralis teljesitménys(rliség Fourier-
transzformacioval el6allithatd, és vice versa. Erre jott ra Michelson is, és ez az alapja a mai
interferencia spektroszkdépidnak (FTIR), ahol egy interferométerrel megmérik a g(t)
koherenciafliggvényt és a spektrumot ennek Fourier-transzformaltjaként szamitjak ki. A
Fourier-transzformacio tulajdonsdgaibdl az is kovetkezik, hogy mivel S(v) valds fuggvény, §(t)
hermitikus kell legyen, azaz

g =g = g1 =Re{g (1)} =9, (352)
vagyis a normalt koherenciafliggvény paros, azaz mindig szimmetrikus a t = 0 id6kiilonbségre.

Tovabbi tulajdonsaga abbdl kdvetkezik, hogy a (349) dsszefiligés T = 0-ra nem mas mint az lp-al
normalt dsszintenzitas, ami (341) alapjan mindig 1-et eredményez. Vagyis:

g(0) =g(0) =1. (353)

Most egy konkrét esetet néziink meg. Vizsgaljunk egy vo kozépfrekvencidju, Av savszélességl
kvazimonokromatikus hulldmot (Av << w), és tekintslik a teljesitményspektrumot Gauss-
eloszlasunak:

— 2
B 10\/5 e_z(v Vo)

AVZ

; Av £ 2Av, (354)

A flaggvény normidld tényez6jét ugy vdlasztottuk meg, hogy az Osszintenzitds (341)-nek
megfelel6en /o legyen. (351) alapjan a normalt koherenciafliggvény:

VZ_ oty
g(t) =F1 e “\Avz 355
g(o) { Ao } (355)
A Gauss-fliggvény inverz Fourier-transzformaltja a kovetkezd (Id. Wolfram Mathworld és [14]):
— 2

F-1 {e—z(%) } - \E - Av, - e‘%(”A"ZT)Z . @—i2mVoT (356)

Ennek segitségével (355) analitikusan kiértékelhetd, s igy megkapjuk a koherenciafliggvényt:

- -1 (mAv,T)?2  —i2 —i2
g(x) = eT2 T gmizmneT — g, (7) - emi2m (357)
1
g(@) = Re{g(1)} = ga(r) - cos2mvyTt = e 2 @av2D* | s 2V, T, (358)

ahol ga(1) szintén Gauss-fliggvény alaku. Az interferogram (344) alapjan:
1(7) = 2I,(1 + g(7)) = 2Iy(1 + ga(x) - cos 2mv,T), (359)
melynek alakjat az alabbi abra szemlélteti.

1+g(7)
2 ga(t) = V(1)

0

61. abra. Normalt koherenciafliggvény szemléltetése, és megjelenése az interferogrammon.
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A (359) egyenletet a kéthullamu interferencianal folirt

1(6) = 2I,(1 + cos(9)) (360)
képlettel 0sszevetve olyan interferenciat kaptunk, ahol az eredé intenzitas a késleltetési
idével, t-val periodikusan vdltozik, a normalt koherenciafliggvény amplituddja pedig az
interferenciacsikok lokalis lathatdsagaként értelmezhetd:

Inax(D) = Imin(©) _ 21(1 + ga(0)) = 2I5(1 = ga(®)) _ 2ga(x) _

V(t) = = ga(7). (361)

Imax(7) + I;min (7) 210(1 + gA(T)) + 210(1 - gA(T)) 2
A (358) Osszefliggés jol aldtamasztja és magyardzza Fizeau és Michelson megfigyeléseit:
novekv6é uUthossz- (id6-) kiilonbség esetén a polikromatikus fénynyaldbok interferencidja
romld lathatdsdgot mutat. Azt az idGtartamot, ahol a lathatésag egy el6ére meghatdrozott
érték ala csokken (definicid szerint pl. felére, 1/e-ed vagy 1/e?-ed részére) koherenciaidének
(tc) nevezzik. Ismert ga(t) alapjan konnyen meghatdrozhatjuk a tc koherenciaid6t, csak meg
kell oldjuk az aldbbi egyenletet:

ga(te) = % vagy % vagy eiz stb. (362)
Esetiinkben, ha ga(tc) = 72, akkor (358)-bél a kdvetkezé koherenciaidd hatarozhaté meg:
2 4 4
Tc =T[AV2 =E (=4 TCAV=E. (363)

12.3. Id6ben statisztikus viselkedés leirasa az autokorrelacios fgv. segitségével

Ahogy a kvazimonokromatikus esetnél lattuk, a véges szélességli spektrummal rendelkezd
hulldmok id6flggése véletlenszerd, indertermininisztikus jelleget mutat. Vegylink tehat két
kiterjedt spektrummal rendelkezé hulldamot (,a” és ,b”), melyek jelen esetben tehdt nem
harmonikusak, és vizsgaljuk ezek interferencidjat id6tartomdnyban. A jobb érthetGség
kedvéért itt sem haszndljuk a komplex jel6lésmddot, bar a levezetés ugy is elvégezhetd.
IdSbeli vizsgalatot végziink a tér adott pontjaban, tehat a helyfliiggést most nem jeloljik. A

tetsz6leges T idGre atlagolt intenzitas ekkor (321) alapjan a kovetkez6:
T/2

2 1 2
I(T) = ve{(E,(t) + Ep(1))") = ve J (E.(6) + Ep(2)) dt (364)
-T/2
Tegylik fel tovabba, hogy az id6atlag fliggetlen az atlagolas T id6tartamatdl, magyaran
I(T) = I(T -» ) = const. 2 |, (365)

és ezigaz E, és Ep atlagoldsakor is. Az ilyen nyaldbokat statisztikusan staciondriusnak nevezzik.
A két nyaldb ne legyen fliggetlen, hanem Ep-t Ugy allitsuk el6, hogy Ea-t T id6vel késleltetjlik:

Ep(t) =Ea(t — 1) (366)
A négyzetre emelést kibontva az eredd intenzitas:

1(2) = ve (Ea(t) + Ea(t —1))°) = ve(E2(t) + E2(t — 1) + 2E,(O)E(t — 7)) (367)
Mivel a nyaldbok statisztikusan staciondriusak, az id6atlagképzés fliggetlen a t-nyi eltolastdl:
(Ea(t) - Eao(t — 7))

(Ea(6)?) '

I1(2) = 21, + 2ve - (E,(t) - E,(t — 7)) = 21, [1 + (368)
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ahol I, = ve(E2(t)), az Ea nyaldb intenzitdsa T — oo esetén. Erdemes a fenti egyenletet
Osszevetni (344)-el, amely pont ugyanilyen alaku, vagyis a normalt koherenciafiiggvény g(t)
nem mas mint E,(t) normalt autokorrelacios fliggvénye:

GG R A G
g (E.(D)?)

Tegyik most fel, hogy Ea egy olyan wo korfrekvencidju rezgés, amelynek A(t) a periddusid6hoz
képest lassan vdltozik az id6ben, tehat a rezgés kvdzimonokromatikus:

E(t) = A(t) cos(wyt) (370)

Mivel a két hulldmot azonos forrasbdl inditottuk, a kezd6fazis a kés6bbi szadmolasok soran ki
fog esni, ezért fel sem tiintettik. A rezgés atlagintenzitasa T — oo esetére a kovetkez:

Iy = ve(A(t)? cos?(wyt)) = ve(A(t)?){cos?(wyt)). (371)

A kozelités azért jogos, mert A(t) lassan valtozik cos(wot)-hez képest. Ezzel az intenzitds:

(369)

Iy = V(B3 (D)) = = (A(®)?), (372)
amire kés6bb lesz sziikségiink. A kvazimonokromatikus E; térerésséget beirva (368)-ba:
I(t) = 21, + 2ve(A(t)A(t — ) cos(wyt) cos(wot — wyT)) (373)
A fenti 0sszefliggés (326) alapjan atirhato ebbe az alakba:
I(t) = 21y + ve(A(t)A(t — 1) (cos(Rwgt — woT) + cos(wyT))) =
= 2Iy + ve(A(t)A(t — 1) cos(Rwot — wyT)) + ve(A(t)A(t — T) cos(wyT)) (374)
Mivel feltevéslink szerint A(t) lassan valtozik wo-korfrekvencidju rezgéshez képest, igy csak a
2wo-s tag atlagolddik ki. Az id6atlagolasbdl cos(wot)-t kiemelve kapjuk a kovetkezd eredményt:
1(t) = 21y + ve(A(t)A(t — 1)) - cos(w,T). (375)
A fenti képlet tovabb alakithaté:
1(1) = 2I4[1 + ga(7) - cos(wyT)]. (376)
Ezt (344)-el ill. (368)-el 0sszevetve megkapjuk a normalt koherenciafliggvényt:
ve(A(DA(t — 1))  (ADA(t — 1))
2, (A()?)
A ga(t) figgvény a g(t) a normalt koherenciafliggvény amplitiddja, maximalis értékét T = 0-nal
veszi fel, ahol a szamlalo értéke éppen lo-t adja vissza, Id. (372): g(0) = 1, ahogy vartuk. Emellett
az autokorrelacios figgvény mindig paros, ami szintén dsszhangban van a frekvenciatérben

végzett analizis eredményével. A fenti képletbdl az is kiderlil, hogy amennyiben A(t) szto-
hasztikusan valtozik, akkor g(t — o) = 0.

g(@) = ga(0) - cos(woer) és  gu(r) £ (377)

A spektrélis teljesitménys(irliség és az autokorrelacios fliggvény kapcsolatat altalanos esetben
a jelfeldolgozas Wiener-Khinchin-tétele irja le:

oo

:F_l {|T{Ea}|2} = f Ea(t)E;(t — T)dt (=1 .7:_1{5'(1/)} = ]0 . g‘(-,_—)' (378)

— 00

ahol:
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- ; (E.(OE;(t — 1)) :
E,(t) = A(t)e'®t ; G(1) = ———= = ga(1) - e'®07, (379)
) (Ea(OE; (D)
A spektralis teljesitménysirliséget pedig a Parseval-tétel alapjan értelmezhetjiik. Ez kimondja,
hogy a Fourier-transzformacié unitér tulajdonsagu, azaz az id6tartomdnybeli jel 6sszenergidja

megegyezik a frekvenciaspektrum osszenergiajaval:

f|Ea(t)|2dt = f|T{Ea}|2dv (380)
Ebbél dtlagteljesitmény igy lesz:
1ve [ lve [
. ve [\~ 2 | _ .. |1VE ~ 12
lim [77 j|Ea(t)| dt| = lim [T > J|T{Ea}|Tdv], (381)
=T — 00

ahol a jobb oldalon a teljesitményspektrum integrdlja lathatd. Tehat a spektralis
teljesitménys(rlség:

SO) = Jim [% [FES]. (382)

12.4. A koherencia fogalma, fajtai

Osszefoglalasul megallapithatjuk, hogy a koherencia egy adott sugdrzasra jellemzd
tulajdonsag, hasonldan a hulldmhosszhoz vagy az intenzitdshoz. Csokkenése minden esetben
azzal van kapcsolatban, hogy a vizsgalt rezgés az id6 fliggvényében bizonytalansagokat mutat,
és azzal lehet jellemezni, hogy két adott tavolsagra 1évé idGpillanatban mennyire allandé a
faziskilonbség. Harom fajtajat kulonbozetik meg a koherencidnak: idébeli/térbeli/
polarizacids. Az utdbbi azt jelenti, hogy a fény polarizacids allapota ingadozik az id6 vagy a hely
fliggvényében, de ezzel az esettel itt nem foglalkozunk. Legfontosabb az id6beli koherencia,
amit ugy kell elképzelni, mintha a sugarzas fazisallapotat egy adott térbeli pontban
vizsgdlnank, de kiilonb6z6 idépillanatokban, Id. 62. abra. llyen eszk6zdk az amplituddosztd
interferométerek (pl. Michelson). Amint a korabbiakban kiderilt, az idébeli koherencia
mértéke a fényforras frekvenciaspektrumanak szélességétél flgg.

gémbhullam t; id6pillanatban

a tér adott pontja, két tetsz6leges
id6pillanatban (t1 és t,) interferdltathato
(amplituddosztassal)

Z_

v gdmbhullam t; id6pillanatban

62. abra. Id6beli koherencia szemléltetése.

Idébeli koherencia (longitudinalis) koherenciahossza:

I, 2v- 1, (383)
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Pl.: A =633 nm ; AA = 0,001 nm ; Av = 0,75 GHz (longitudinalis rezonatormdédusok tavolsaga,
harom médus); I = 250 mm ; .= 0,85 nsec (kb. 400000 periddus) a (363) egyenlet alapjan.

Emiatt van, hogy két fliggetlen lézerforrast szuperponalva nem latunk alléhullamképet:
interferencia ugyan itt is kialakul, de kb. 1 nsec-onként megvaltozik a kép, aminek mi csak az
atlagat vagyunk képesek érzékelni.

A térbeli koherencia hulldmfrontosztd interferométerekkel vizsgalhatdé (ld. pl. Young-féle
kétréses kisérlet). Ebben az esetben a tér két kiilénb6z6 pontjabdl j6vé fényt interferaltatjuk,
azonos idépillanatban. A transzverzdlis koherenciahossz az a tavolsag, ahol az interferencia
l[athatosdga egy adott érték ala csokken:

lT é Il‘l - I'2| (384‘)

A frekvenciaspektrum analdgidjara a térbeli koherencia az un. szégspektrummal van
kapcsolatban, ami azt mutatja meg, hogy milyen térszégtartomanyba es6 iranyu
sikhulldmkomponensek szuperponaldsdval kaphaté meg az adott sugdrzdas. Ha a
szogtartomany értéke O, azaz a fényforras O szog alatt latszik abbdl a pontbdl nézve, ahol a
koherenciat vizsgdljuk, akkor

It == ; [O] =rad. (385)

A fenti kozelit6 képlet felirdsandl hasonldéan jartunk el mint az interferenciajelenségek
targyaldsanadl egyszerl mddon kapott (215)-es képletnél: a térbeli koherenciat vizsgaldé Young-
féle réspar egyik tagjan fazisban lévé hullamfrontok kozott éppen A Uthosszkilonbséget
kovetellink meg a réspar masik tagjan mérve (Id. 63. dbra). A képletbdl jol lathatd, hogy a
térbeli koherencia nem egy abszolut jellemzG6. Mivel a fényforras [atdszoge csokken a t6le mért
tavolsaggal, emiatt minél messzebb tavolodunk el egy forrastél, az EM hulldm térben annal
koherensebb lesz. A pontos formulat az Optika és fotonika MSc specializacid hallgatdi
laborjanak Diffrakcids fazisracs vizsgalata c. mérésben fogjuk levezetni.

A térbeli koherencidnadl is fontos a véges frekvencia-savszélesség: teljesen monokromatikus,
de véletlen kezd6fazisu sikhullamok eredéje ugyanis egy id6ben allandé szemcsekép (speckle).
A térbeli koherencidval itt most részletesebben nem foglalkozunk.

a tér két tetszéleges pontja (r, és ry),
azonos iddpillanatban

; [
r
Kiterjedt forrashdl inditott /
hullam adott idépillanatban
Az ,S” forrashél az r, ponton
athaladé hullamfrontok

63. abra. Térbeli koherencia szemléltetése.
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13. POLARIZACIO

Forrasok: [1], [6], [12]
Polarizacio szerepe a fény-anyag kolcsonhatasban

Olyan EM hulldmot nevezlink polarizaltnak, amelyben a térerGsségvektorok irdnya térben és
idében periodikus rezgést végez. A legfontosabb példdk, amelyekben a polarizacio érintett:

o reflexid két anyag hatarfellletérdl polarizaciéfiiggs (Id. pl. Brewster-effektus)
* bizonyos anyagok abszorpcidja polarizaciéfiiggd (dikroizmus)

e fény széréddsa anyagrol polarizacié-érzékeny (ld. Rayleigh-szoras)

® anizotrdp anyag toérésmutatdja polarizaciofiiggd (pl. kettdstorés)

» optikailag aktiv anyagok a polarizaciot forgatjak (kiralis molekulaszerkezet, pl. cukor)

13.1. A fény polarizacids természete

Az Onmagukban all6 atomok a dipdlsugarzdasnak megfelel6 iranykarakterisztikaja, a
tavoltérben gombi hulldmfrontokkal rendelkezd, adott frekvencidju EM sugarzast bocsajtanak
ki amikor egy elektron magasabb energiadllapotbdl egy alacsonyabbra tér vissza (relaxacio),
Id. 64. abra. Az ilyen hulldmra az a jellemz6, hogy az E térer&sségvektor a tér barmely
pontjaban egy egyenes mentén rezeg, azaz iranya id6ben allandé.

64. abra. Dipdlsugarzé tavoltere a hulldmfrontok, a polarizacio
és az intenzitas-iranykarakterisztika feltiintetésével.

Ha egy adott terjedési iranyt vizsgalunk, ez a rezgés végig egy sikban marad, mint a 65. abran.
Az ilyen sugarzast linedrisan polarizdltnak nevezzik, a fény tehat keletkezési maédjabdl
kifolyélag természetszerlen polarizalt. Példaképpen tekintsik a z-tengely iranyaba haladé
harmonikus sikhulldm térerésségvektorat:

E(t,z) = A el@t=kz+0) - E(t,z) = K- @tk - E(t,z) = Re{A - !(@t=k2)} (386)

A polarizacids jelenségek leirdsandl szokdsos médon a komplex vektoramplitudét A-val
jeloltik.
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65. abra. Linedrisan polarizalt EM hulldam szemléltetése.

A fentiek szerint tehat minden lehetséges EM hulldm linedrisan polarizadlt sugarzdsok
Osszegébdl all el6. Tovabba kénnyen beldthatd, hogy barmilyen irdnyd linearis polarizacio
felbonthatd két egymdsra merGlegesen polarizalt sugarzads szuperpozicidjaként, ezért
barmilyen hulldam felbonthaté két egymasra merélegesen polarizalt nyaldbra. Sikhulldam
esetére nézziik meg, hogy ezek milyen polarizacids allapotokat eredményezhetnek.

Ex(tr z) = KX - ell@t=k) O A i(wt—k A i(wt—k
E (t,z) = A, - el@t-k2) - E(t,2) = A - e/ ©F) 4 Ay el(@t=kz) (387)
y\b y
E(t,2) = A -R- e @k 4 J . 9. gll0t=ka) (388)
Most hatarozzuk meg, hogy milyen gorbét ir le a térerésségvektor csucsa (Ex, Ey) a z-pozicidban
lévé x-y sikban, az id6 fliggvényében.

E, = Re{E,(t,2)} = |A4| cos(wt — kz + ¢y) = A, cos(wt — kz + @)

_ 389
E, = Re{E;(t,2)} = |Ay| cos(wt — kz + ¢y) = Ay cos(wt — kz + ¢y) (389)
OLwt—kz+ @y és Ap =@, — @y (390)
Ey = Ay cos(®
« = Ay cos(®) 391)

E, = Ay cos(® + Agp)

A cél az, hogy felirjuk Ex, Ey kapcsolatat az Ay, Ay és Ap paraméterekkel, aminek az érdekében
kiejtjik az egyenletekbdl a @ fazisszoget. (391) masodik egyenletébdl ez lesz:

E, = Ay(cos(®P) cos(Ap) — sin(P) sin(Ap)) (392)
) _cos(®)cos(Ap) E, 1
sin(®) = sin(Ag) B A_ysin(A<p) (393)
2 2
0] A E 1 E )] A
Sin?(®) = cos( | ) cos(Ap) By _ B 2_ycos(. ) cos(Ap) (394)
sin(Agp) Ay sin(Ag) A, sin?(Ag)
(391) elsé egyenletébdl pedig ez kovetkezik:
Ex o (Ex\’
— = cos(®d) és (—) = cos?(P) (395)
Ax Ay

-102 -



E.\* _ [ Ex cos(Ap) 2 E, 1 2 Ey Ey cos(Ag)
1—(—) _< )+< ) Q¥ Ex COSAP) - (396)

Ay A, sin(Ag) A_ysin(A(p) B A_yA_Xsinz(A(p)
Ey\? E sin(Ap)\’
1- (-") N C) (397)
Ay A, sin(Ap)
E. 1 \> (B, 1 \° _E,E, cos(A
1= <_X—) + <_y—> - Z_Y_X+(p) (398)
A, sin(Ap) Ay sin(Ag) Ay Ay sin?(Ag)
En:  (E,\ E E
2 S .S Y _ Xy
sin“(Ap) = (Ax) + <Ay> 2 cos(Ag) 2,4, (399)

(399) az ellipszis altalanos képlete, melynek jél ismert alakjat kapjuk, ha Agp = +90°. Tehat két,
z-irdnyban haladd, egymdsra mer6legesen polarizalt sikhulldam szuperpoziciéja altaldnos
esetben azt eredményezi, hogy a térerGsségvektor ellipszis mentén mozog, Id. 66-67. abrak.

66. abra. Elliptikusan polarizalt hulldm leirdsara haszndlt jel6lések.
A fény a megfigyel6vel szembe terjed (,,fizikusi” megkozelités).

0.5

—Aab=0

—Ad =1/8

—Adp=m/a
A =2n/5

/// 4 P ap=m2

-1 0 1

-0.5

67. abra. Kiilonb6z6 polarizaciok szemléltetése (vegylk észre, hogy Ax # Ay). Ha Ax és Ay # 0
valamint Ag = 0 v. it akkor linearisan polarizalt a fény. Amikor Ap < 0 a térerGsségvektor balra
forog; A¢ >0 jobbra forog (ha veliink szemben terjed a fény). Ha Ax = Ay és A = /2, akkor
cirkuldrisan polarizalt nyaldbot kapunk.

A polarizacié iranyat az hatarozza meg a konvencid szerint, hogy a térer8sség csavarvonala
jobb vagy balmenetes: LCP (balmenetes, szembdl nézve balra forog), RCP (jobbmenetes,
szembdl nézve jobbra forog, Id. 68. abra).
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68. abra. Jobbra cirkuldrisan polarizalt hulldam szemléltetése (RCP), wikipedia.

Az ellipszis nagy és kistengelye (a és b) a kovetkez6képpen szamithato ki [15]:

1
a? == (A,% + A2 + J (42 — A2)” + 4 cos?(Ap) A§A§>

2
(400)
2 _1( 2 2 2)? 2 242
b? = | AX+ 47 - (A2 — A2)" + 4 cos? (M) AZAZ |.
Ebbdl viszonylag konnyen beldthato, hogy:
a’®+b* = A; + A (401)

Mivel nem teljesen trividlis, most nézziik meg, hogy hogyan hatdrozhaté meg 4&ltalanos
esetben egy elliptikusan polarizalt sikhulldm intenzitasa. Tegylik fel, hogy a vizsgalt hullam két
egymasra merdleges Ex(r, t) és Ey(r, t) térerdsségvektoru, azonos irdnyba terjedd sikhullam
szuperpozicidjaként all el6. Ebben az esetben az ered8 Poynting-vektor a kdvetkezé:

S(r,t) = (Ex(r, £) + Ey(r, t)) X (Hx(r, £) + Hy(r, t)), (402)

ahol Ex-hez az erre merdéleges Hy tartozik, hasonléan Ey és Hy esetén. A vektoridlis szorzatot
kifejtve kapunk olyan tagokat, hogy ExxHy és E,xHy. Ezek mindegyike zérus, hisz a vektorialisan
Osszeszorzott vektorok parhuzamosak. Tehat az eredmény a két Poynting-vektor 6sszege:

S(r,t) = Ex(r,t) X Hy(r,t) + E,(r,t) X Hy(r, t) (403)
Mivel ezek azonos irdnyba mutatnak, az intenzitdsok 6sszegezhetG6k:
=1+ (404)
Vagyis a fentebb bevezetett jelolésekkel:
a’? + b? A2 + AZ AAL + A A
I =ve S = Ve Xz yavagylzve XXZ Yy (405)

13.2. Jones-vektoros reprezentacio

A polarizalt hulldmok két 6sszetevé komponensének komplex amplitudéjat az ugynevezett
Jones-vektorba szoktak dsszefogni. Altaldban az x- és y-iranyu linedrisan polarizalt rezgést
hasznaljak bazisként:

J 2 lel (406)
=14,
A nyaldb intenzitasa (405) alapjan:

A\
I==1T (407)
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Néhany példa, ha (391)-nak megfelel§ faziskonvenciét hasznédlunk, tehat A, fazisa a
referencia, valamint az intenzitds az aldbbiaknak megfelel6en van normalva:

J-Jr =1 (408)
Linearisan polarizalt fény:
. 1y, [cos(a)
I=o) ]_\/5[1] P )= [sin(a) (409)
Balra cirkularisan polarizalt fény:
1
n=—"] (410)
V2 1=i

Jobbra cirkularisan polarizalt fény:

Jr = %L}l] (411)

Két polarizaciot akkor tekintenek ortogonalisnak, ha a skalaris szorzatuk nulla:
Ji- )z = Alx ~§x + Aly ~§y =0, (412)

pl. azonos amplituddju merdlegesen allé linedrisan polarizadlt nyaldbok vagy azonos
amplitudéju balra és jobbra cirkuldrisan polarizalt nyaldbok. Az ortogondlis Jones-vektorok jol
haszndlhatok (j polarizdciés bdazisként. Barmely elliptikusan polarizadlt nyaldb a
kovetkez6képpen irthatd fel két ortogonalis polarizaciéju nyaldb linearis kombinacidjaként:

J -V =cdali+c)s (413)
ahol:
ca=JJ1 é c;=]]; (414)
valamint J1,2 abszolut értéke az alabbi értelemben normalizalt:
JicJi=1l és Jp- =1 (415)

Tehdat egy balra és egy jobbra cirkularisan polarizadlt nyalabbal is felirhatd tetsz6leges
polarizacid. Pl. x-irdanyban linedrisan polarizalt nyaldbra:

117 1 1y 1
c1=].];;=[(1)].5[_1i] =7 & CZ:l'lf‘:[(l)]'ﬁ[ﬂ == (416)
azaz:

= [(1)] Sy (417)

1 ] n 1 ] 1 [1]

NP /1 th
Cirkuldris bazisos felirasmddot tipikusan optikailag aktiv kozegek targyaldsandl hasznalnak,
linearis bazist pl. a Fresnel-reflexiéknal.

13.3. Anizotrop optikai elemek leirasa Jones-matrixokkal

J'=T:] (418)
Pl. x-irdnyu linedris polarszliré (konstans fazistolds feltliintetése nélkdl):
_ o
T= [0 0 (419)
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Pl. A/4-es faziskésleltetd lemez (x-y irdnyl f6tengelyekkel):

1o
T= [0 o (420)
Pl. A/2-es faziskésleltetd lemez (x-y irdnyl f6tengelyekkel):
M o
T = [0 h 1] (421)
Forgatds matrixa (koordindta-transzformacio f szoggel torténd elforgatas esetén):
__[cosp —sinp
N [sin,B cos (422)

Amennyiben a vizsgalt optikai rendszer nem tartalmaz veszteséget (abszorpcid, széras,
Fresnel-reflexié formdajdban), azaz a transzmittancia egységnyi, akkor a polarizacid-
transzformacié eredményeképpen a kilépd hulldm teljesitménye ugyanakkora mint a
belépdjé. Emiatt a Jones-matrix unitér tulajdonsagu, ami matematikailag ugy fogalmazhato
meg, hogy a Jones-matrix adjungdltja megyegyezik az inverzével:

T-Tt=1; Tt2T™ (423)

Ez a Jones matrix 6sszesen nyolc darab komplex paraméterére ad harom fliggetlen egyenletet:

Ty4 le] [Tn T21] 1 0
424
Ty TyllTy, Ty, 0 1 (424)
T4 Ty + TypTi, =1
T11T51 + T1,T5, =0 (425)

T21To; + ToeT =1

A masik nullaval egyenlé egyenlet ugyanaz mint a mar korabban felirt. Mivel ez hat darab
komplex egyenletet jelent, a Jones-matrix 0sszesen 8 — 6 = 2, azaz két darab fliggetlen
paraméterrel leirhatd. Ezek daltaldban a kovetkez6k szoktak lenni: 1) fazistolds (Ag) a két
ortogonalis allapot koz6tt, 2) a koordinatarendszer elforgatasa ().

Emellett ilyen esetben a kovetkezd is igaz:
|det(T)| =1 (426)

El6sz6r az 1990-es években igazoltak ki, hogy tetsz6leges unitér Jones-matrix, azaz tetszéleges
polarizacié-transzformacio el6allithatd egy A/4 + A/2 + A/4 lemezekbdl allé optikai eszkozzel,
amelyben a lemezek az optikai tengely koril forgathatdak [16].

13.4. Polarizalatlan komponenst is tartalmazé fény (kieg. anyag)

Stokes-vektoros leirasmaéd (+ Miller-matrixok)

Tokéletes az analdgia a kvantummechanikaval:

Jones-vektor < allapotvektor

Jones-matrix <> operator matrixa

polarizacié <> spin

polarizalt EM hulldm <> koherens kvantumallapot (sajatallapotok szuperpozicidja)
polarizalatlan fény <> kevert allapot (sajatallapotok inkoherens 6sszege)
Poincaré-gomb <> Bloch-goémb
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14. SIKHULLAMOK TERJEDESE ANIZOTROP KOZEGBEN

Forrasok: [3]

Az 1. fejezetben bemutattuk, hogy az elektrodinamika alapegyenleteiben (Maxwell-
egyenletek) az EM tér és az anyag kozotti kdlcsonhatdst makroszkdpikus formaban a relativ
dielektromos permittivitds és permeabilitas segitségével irhatjuk le, bevezetve az anyagfligg6
D ill. H mennyiségeket. Hosszutavu rendezettséget nem mutatd anyagokban (pl. amorf
szilardtestek, folyadékok és gazok) € és u skaldr mennyiségek, ami azt jelenti, hogy D-E és H-B
paronként azonos irdnyba mutatnak. Léteznek azonban olyan kozegek is, ahol egy atom vagy
molekula polarizacidja nem egyforma mértékli, ha az elektromos térerésségvektor /
magneses indukcid iranyat valtoztatjuk — ezeket nevezzik optikailag anizotrdp anyagoknak,
amelyekre tipikus példat az egykristdlyok szolgaltatnak. Mivel ezek alkalmazdsa igen
széleskor(i, a tovabbiakban roviden megvizsgdljuk f6bb tulajdonsagaikat és fizikai leirdasuk
modszereit. Az egyszerliség kedvéért homogén, szigetel6 kozegekben végezziik
szamitdsainkat (o = 0), ahol a toltéssirlség is nulla. Mivel az optikai anyagok tébbsége nem
magnesezhetd, jelen targyaldsban is feltessziik, hogy u = uo.

14.1. A térerdsségvektorok kolcsonos helyzete

Vizsgalatunk targya az elektromos anizotrépia. Teljesen dltaldnos esetben az elektromos
térer6sség minden komponense befolyasolja a dielektromos eltoldsvektor mindegyik
komponensét. Linedris kdzelitésben ez a kdvetkezd formdban irhaté fel:

Dy = e Ex + &xyEy + &4, E,
Dy = eyxEx + &yyEy +6,E, 7 > D=¢-E, (427)
D, = &,Ex + &,yEy + &5, E,

ahol £ a dielektromos permittivitdstenzor. Megmutathato (Id. [3]), hogy nem magnesezhetd,
forras és abszorpcidmentes kdzegben (o = 0; p = 0; ur = 1) az energiamegmaradas torvényét
leird

ow

divS§ = —— 428
iv 3 ( )

kontinuitdsi egyenlet csakis akkor tud teljesiilni, ha a permittivitastenzor szimmetrikus, azaz:
gxy = gyx v Exz = Ezx 5 gyz = gzyr (429)

ahol S a teljesitménysdriség daramlasat jellemz8 Poynting-vektor, w pedig az EM tér Ossz-
energias(rlségét jeloli. Attdl fliggden, hogy az (427) megfogalmazasara haszndlt Descartes-
koordinata rendszerliinknek mik a bazisvektorai, az e-ben szereplé paraméterek értéke mas és
mas lesz. Linedris algebrabdl megtanultuk, hogy a f6atlora szimmetrikus matrixok leirdsara
mindig létezik egy olyan bazisvektor-rendszer, amelyben a matrix diagonalis alakra hozhaté
(fétengely-transzfomacio):

& 00
e=|0 & O (430)
0 0 g

A f6tengelyek altalaban megegyeznek az adott kristaly f6 szimmetriatengelyeivel, igy irdnyuk
a hordozd kozeg orientacidjahoz szigordan kotott. Ez alél kivételek a monoklin és triklin elemi
celldju kristalyok (Id. késébb). Mivel a dielektromos permittivitas fligg az EM hullam
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A jelenséget axidlis diszperzionak nevezik (ezzel a tovabbiakban nem foglalkozunk).

Nézzik meg, hogyan helyezkednek el egymdshoz képest a térerésség-vektorok anizotrép
kozegekben. Rigordzus, hullamoptikai vizsgalatainkat sikhullamokra korlatozzuk (azaz
eredményeink a geometriai optika érvényességi korén belil altalanosan alkalmazhatéak).
Mivel minden térjellemz8 komplex, az ezt jel6l6 hulldmvonalat az aldbbiakban nem irjuk ki:

E(r,t) = E, - e!(@t=k0)

. 431
B(r,t) = B, - e!(@t~kn) (430
A makroszkdpikus Maxwell-egyenletekbdl indulunk ki:
[ tH = 9D
. rotH = 3
I1 tE = oB
. rotE = ET: > (432)
I[II. divB =0
IV.divD=0 /
Az indukcios torvény harmonikus sikhulldm prébafliggvény esetén:
JB
rotE=—E = KkXE=wB (433)
Valamint a gerjesztési torvény:
daD

Mivel B = ugH, azaz e két vektor azonos iranyd, a fenti két egyenletbdl az kovetkezik, hogy B
merdleges E-re és D-re is. Emellett B meréleges k-ra is, tehat B | D | k. A Poynting-vektor
pedig S = ExH, tehat H | E | S. A fentieket foglalja 6ssze a 69. abra, altalanos esetben. Ha E
éppen valamelyik f6tengely irdnyaba all, (430) értelmében pont parhuzamos lesz D-vel.

A
a

| -
el D

s,
a

* Kk b

B, H

69. abra. Elektromos/magneses térerdsség-, dielektromos eltolds-, indukcié-, hullamszam- és
Poynting-vektorok kapcsolata elektromos anizotropia esetén.
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14.2. Fazis- és sugarsebesség

Vizsgaljuk meg a sikhulldmok terjedési sebességét anizotrép kozegben. Vezessik be a k
egységvektort, ami a hullamszamvektor irdnydba mutat ([3] ezt §-el jel6li, ami félrevezet6
lehet, ezért haszndlunk helyette konnyebben megjegyezhetd betljelet):

W .

k=—Kk (435)

Vp
Itt v, jeloli a fazissebességet (a hullamfrontok k irdnyu terjedési sebességét). Megmutathatd,
hogy (levezetést Id. [3]):
S - cos(a)

S .
k= 436
v v (436)

w =

Ebbdl az energiaterjedés sebessége (sugdrsebesség), Id. 70. és 71. abra:

S
Vi=o 2 Vp =V cos(a). (437)

hullAmfront-
normalis

.energia-
frontok” =
hullam-
frontok

\ hullAmfrontok

70. abra. Sikhulldam terjedése 71. abra. Pontforras tavoltere
anizotrop kozegben. anizotrop kozegben.

14.3. Fresnel-féle sebességi torvény

Most azt fogjuk meghatdrozni, hogy kiilonb6z6 k irdanyokban mekkora lesz v, értéke. Ehhez
elészor ki kell szamolni az ilyen iranyl terjedéshez tartozd E sajatvektorokat és sajatértékeket.
(433)-et (434)-ba behelyettesitve:

k x (k X i) = —wD (438)

How
k x (kxE) = —ugviD (439)
Ax(BxC)=(A-C)-B—(A-B)-C (440)
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kx(kxE)=(k-E)-k—(k-k)-E=(k-E)-k—E (441)
Ezt visszahelyettesitve (439)-ba:
1

.UOV]%

D= (E- (k-E)-k) (442)

(427)-et és (442)-ot Osszevetve egy sajatérték-egyenletet kapunk. Ez a hullamegyenlet
sikhullam prébafliggvénnyel, anizotrép esetben (Id. (31) Helmholtz-egyenlet):

e E=
.UOV]%

(E-k-(k-E)). (443)

Tegylk fel, hogy az egyszerliség kedvéért €-n elvégeztiik a fétengely-transzformaciét, igy most
alakja megfelel (430)-nek. Ezzel (443) a kovetkezdre egyszerlsodik:

§E; = L(El- —k; - (i{ . E)), ahol i =x,y,2 (444)
HoV
Ebbdl a térer6sségkomponenseket kifejezve a kovetkez6t kapjuk:
ki-(k-E
E; = Lz (445)
1— &0V

A harom egyenlet mindegyikét ki-vel megszorozva, és ezeket dsszeadva pont az k-E skalar
szorzatot kapjuk, ami tehat k-E-vel elosztva pont 1-et ad:
k2 % k2
+ + =1 446
1—euovp 1 —euov3 1 —eguov (446)

Korabbi megallapitasunknak szerint ha E f6tengely iranyu, akkor parhuzamos D-vel, amibdl az
is kovetkezik, hogy ilyenkor a sugar- és fazissebességek is azonos iranyuak és azonos abszolut
értékliek. Ezeket fésebességnek nevezziik, melyek értékei:

1 1 1

; ;U = (447)
v ExHo g V EyHo ’ v EzMo

Azért valasztottunk uyy.-t a f6sebességek jeldlésére, hogy még véletlenil se legyenek
Osszekeverhet6k a v sebességvektor x, y, z komponenseivel. Fontos megérteni, hogy ux
sebesség Ey iranyu, uy Ey iranyu, u, pedig E; iranyu térerdsséghez tartozik. Ha E parhuzamos
valamelyik f6tengellyel, akkor D is az lesz, és ekkor vp = Uxy,.. Ezzel (446)-bdl ez lesz:

Uy =

k2 k2 k2
o+ =1 (448)
1Y Y% 4"
u? ug u?

Mivel k2 + k2 + k2 = 1, a fenti egyenlet atalakithatd a kévetkezs alakba:

k2 I?;‘} k2
+ =0. 449
u§—v5 uf,—vf, u%—vg (449)

Ez a Fresnel-féle sebességi torvény. Ha ux # uy # u, akkor (449) vp?-ben masodfoku egyenletre
vezet (a fenti kifejezést megszorozva a nevez6k szorzataval), ami azt jelenti, hogy altaldnos
esetben minden terjedési irdnyhoz két kiilonboz6 sebességérték tartozik (v'p és v'"p). Ezeket
behelyettesitve (445)-be a két sajatvektor komponenseinek ardnyaira (E'x:E'y:E" ill. E"x:E"y:E";)
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valds szamokat kapunk, ami azt jelenti, hogy az E' és E" sajatvektorok linedrisan polarizdltak.
Az (321) 6sszefliggés alapjan ugyanez elmondhaté D' és D"-re is. A fentiek miatt a (430)-el
leirhato optikai tulajdonsagot kettdstérésnek nevezik.

Az ux ; uy ; u; f6sebességek nem a megfeleld x, y, z iranyba terjedé hullamfront sebességét
jelentik! PI. ha z-iranyt a fazissebesség (kx = k, = 0 és k, = 1), akkor V', = ux és V", = uy. Altaldban,
ha E parhuzamos az x, y, z f6tengellyel, akkor D || E, azaz KE = 0, vagyis (444) alapjan vp = Uxy,..

A figyelmes olvasdnak feltlinhetett a Fresnel-féle sebességegyenlet levezetésénél, hogy (445)-
t ugy irtuk fel, hogy az el6z6 egyenlet mindkét oldalat elosztottuk (1 — ei,uovg)—el, és nem
vizsgaltuk meg mi torténik ha ezen kifejezések értéke zérus. A (444) egyenletharmas alapjan
ez akkor lehetséges, ha E parhuzamos valamelyik f6tengellyel, pl. x-el. Ekkor E, = E; = 0, vagyis
a masodik két egyenlet alapjan k - E = 0. Emiatt az els6 egyenlet csak akkor tud teljesilni, ha
Vp = Uy, Vagyis a nevezOk zérushelyei pont megoldasai a (449) egyenletnek, melynek
haszndlatakor ezeket az eseteket ki kell zarni.

Nézzik meg most az egy terjedési iranyhoz tartozd két dielektromos eltoldsvektor relativ
iranyat. (445) alapjan

k.- (k-E k.,-(k-E) 1k, (k-E
Dy =gE, = 6, ————= (VS )=£Xu§ );)%(—Vs)zﬂ_o );)%(_Vrz)) (450)
S uZ

Behelyettesitve a v', és v"p sebességeket (450)-be és a kapott két dielektromos eltoldsvektort
skaldrisan 6sszeszorozva:

1 [R() B(E) | BE) BB | R(E) EE)

D'D" = (451)
2 2 _ 12 2 _ n2 2 _ 12 2 _ n2 2 12 2 __ n2|’
Holug —Vv'p ug —v'y uy—Vv'p uy— v’y uz— vy uz— v’y
ami atrendezve, és (449)-t figyelembe véve:
S eN(i o 2 7,2 2
DID// _ i(kE )(kE ) . kX ky kZ _
-2 V’Z _ V"Z 2 2 2 2 2 2
Uy Vp b ug—v'y ug—v'y ui—v'y
k2 k2 k2
y z _
w2 —vr2 2y gz _yr2| 0 (452)
X p y p z p

Ebbdl az kovetkezik, hogy az adott terjedési irdnyhoz tartozé két D sajatvektor mindig
merGleges egymasra. Ugyanez a viszony az E' és E" vektorokra is igazolhatd, melyek
mindketten ortogonalisak a Poynting-vektorra.

Most hatarozzuk meg az egy adott hulldmfrontnormalishoz tartozé Poynting-vektor iranyokat.
Bevezetve a g segédmennyiséget:

~ 2 ~ 2 ~ 2
kx ky kz
uz — vz + uz — vz + uz — vz
X D y p z p

v2 = ‘% +v2 (454)
p

g = , (453)

igazolhato (Id. [3]), hogy
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Tovabba

~

ki 2 g
. = _——_——— 4‘
5 var<vp uZ_V}%), (455)

ahol bevezettik az § egységvektort, ami a Poynting-vektor irdnyaba mutat (5 £ S/S). Mivel
adott hullamfrontnormalishoz két vy és vr sebességérték tartozik, a fenti egyenlet azt jelenti,
hogy az adott hullamfrontnormalishoz meghatarozott D', D" sajatvektorokhoz két, eltéré
Poynting-vektor irdny tartozik! A sikhulldmok sugdr- és fazissebesség vektorai kozotti
kapcsolatot a 72. dbra szemlélteti.

vpll k
Vr " S

72. abra. Sikhulldmok sugar- és fazisfellletei altalanos esetben, valamint
a fazis- és sugdrsebesség kapcsolata.

A sugarfelliletek altaldban nem ellipszoidok, hanem negyedrendd fellletek, a fazisfelliletek
pedig hatodrendu feliletek, Id. (449). A két sajatértéknek megfelel6en 2-2 ilyen feliilet van.
Mivel a sugarfellilet megmutatja, hogy adott irdnyba t id6 alatt mekkora tavolsagra jut el az
energia, az dbra origdjaba egy pontforrast elhelyezve a kék gorbe pont az elektromagneses
hulldam szakadasi fellleteinek alakjat (amik egyfajta energiafrontok) fogja megadni. Az
eddigiek alapjan pedig ezek egybeesnek a hulldmfrontokkal.

Ugynevezett kéttengelyd kristalyokban (Id. késébb) két specialis (Un. optikai tengely) iranyu
hulldmfrontnormalis esetén (455) nevezGjében zérus érték jelenik meg. E szingularitds miatt
a Poynting-vektor irdnya meghatarozatlan, ami a kdnikus refrakcid érdekes jelenségéhez
vezet.
14.4. Indexellipszoid
Az EM tér teljes energiaslirlisége a kovetkez6 mdédon irhaté fel:

w=E-D (456)

Az altalunk vizsgalt, fétengely-transzformalt rendszerben ez a kdvetkez6képpen irhato:
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_Di, Dy Di

& & &

w (457)

Most nézziik meg, hogy az azonos energias(irliségl, de mds és mas iranyba haladé sikhullamok
esetén milyen médon hatdrozhaté meg D irdnya és hossza. Az egyszer(iség kedvéért legyen
w:=1.

D} D} D?

=1 458
& & & ( )

Ez egy ellipszoid felliletet ad, amit indexellipszoidnak hivnak, Id. 73. dbra. Emlékezzlink ra, hogy
D', D" és k orthogondlis vektorharmas. Megmutathatd, hogy egy adott irdnyu
hulldmszamvektor esetén a két D sajatvektor az aldbbi abrdn lathaté médon hatarozhaté meg.

D,

indexellipszoid metszdsik

73. abra. Indexellipszoid (indicatrix), valamint a polarizacids sajatallapotok meghatarozasa.

Az ellipszoid féltengelyeinek hossza rendre (ezek a Maxwell-reldcié alapjan aranyosak a
torésmutatdval, innen az elnevezés):

NN (459)

amit /u, -val szorozva pont a fésebességek reciprokat kapjuk. EbbdI kiindulva igazolhat,
hogy 4altaldanos esetben a fenti mdédon meghatarozott D', D" vektorok hosszat ./p,-val
megszorozva (w = 1 normalas esetén) éppen a fazissebességek reciprokat kapjuk 1/v'; ill.

1/v"p-et. Ha ezt még c-vel is megszorozzuk, akkor pedig az adott irdnyba mutaté D vektorhoz
tartozo torésmutato értékét kapjuk (mivel n = c/v).

Meg kell jegyezniink azt az észrevételt is, hogy egydltalanos ellipszoidnak két metszésikja van,
amelyen a keresztmetszet kér alaku. Ezek normalisvektorat a kristaly optikai tengelyeinek
nevezik. Az ilyen tulajdonsagot mutaté kristalyok anizotrépiajat kéttengelyli kettéstérésnek
nevezik. Amennyiben az indexellipszoid tengelyszimmetrikus (mondjuk a z-tengely korl),
akkor e két kor keresztmetszet eggyé fajul, melynek normalisa , azaz az optikai tengely a z

Ve
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14.5. Kristalytani alapismeretek

A kristalyok elemi celldja az a legkisebb térfogategység, amelyet periodikusan ismételve a
teljes tér hézag- és atfedésmentesen kitolthet6. Matematikailag igazolhatd, hogy a harom
dimenzids térben Osszesen 14-féle elemi celldaju kristalyszerkezet létezik. Ezeket Bravais-
racsoknak nevezik. A szimmetriaviszonyok alapjan bel6liik képezhet6 hét csoportot az aldbbi
tablazat mutatja.

Kristalyrendszer F6tengelyek x, y, z Indexellipszoid Optikai osztaly | Alkalmazasi példak

Triklin Ccc altalanos ellipszoid kéttengely(i ?

Monoklin CCF altalanos ellipszoid kéttengelyl LYSO

Ortorombos FFF altalanos ellipszoid kéttengelyl BaSQO,, HgCl,, KTP

Trigonalis FRR hengerszimmetrikus egytengely( SiO, , KDP, LiNbOs3, Al,0O3, BBO
Tetragonalis FRR hengerszimmetrikus egytengely( Si0, , ADP, TeO,

Hexagonalis FRR hengerszimmetrikus egytengely( Si0,, CaCOs3

K6bos RRR gémb izotrop NaCl, CaF,, BGO, C (gyémant)

3. tablazat. Szimmetria szerinti kristdlytani csoportok és jellemzG6ik, az optikdban hasznalt
fontosabb anyagok feltlintetésével. C — axidlis diszperzidval; F — rogzitett iranyd fétengely; R —
szabadon forgd vagy hatarozatlan f6tengely ([3] alapjan); Megjegyzés: a kvarc tobbféle
kristalycsoportban is képes kristalyosodni.

14.6. Egytengelyii kettostorés

Legyen a kristdly optikai tengelye a z-tengely. Ekkor ux = uy £ uo és u; £ ue , ahol uo-t
ordinarius, ue-t extraordindrius fésebességeknek nevezik. A célunk, hogy meghatarozzuk a
fazissebességek iranyfliggését. Emlékezhetliink rd, hogy (445) egyenlet megadasakor
elosztottuk mindkét oldalt (1 — si,uovg)-el, és a Fresnel-féle sebességi egyenlet megoldasanal
kizartuk a v, = uy y, , eseteket. Mint alabb ki fog derilni, egytengely( kettOstorésnél az egyik
megoldas pont ilyen eredményre fog vezetni. Lépjlink egyet tehat vissza, és induljunk ki (444)-
bél. Ebbe behelyettesitve az Ujonnan bevezetett ordindrius és extraordindrius fésebességeket:

E, =$—§(EX—IEX : (R-E))\

~~

uZ .
E, = V—g (Ey — ky - (k- E)) (460)

uZ SN
E, =é(EZ — ey - (k-E))J

Most egy olyan megoldast keresstlink, ahol az elektromos térerdsségvektor mindig benne van
az x-y sikban, azaz E, = 0. Ekkor a harmadik egyenlet alapjan: k-E=0, azaz a
hulldmszamvektor meréleges E-re. Emiatt mindkét els6 két egyenlet ugyanarra vezet:
up
1= 2 (461)
P
Ebb&l megkapjuk az els6 megoldast, és ez pont az, ami (445) nevezGjében zérust adna:

vl = Uy (462)
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Ez azt jelenti, hogy ha E, =0, akkor barmerre is mutasson a hullamszamvektor, a
fazissebesség mindig megegyezik az ordindrius fésebességgel (ami 6sszhangban van az index-
ellipszoidbdl is kaphatéd megolddssal). Ez 3D-ben gombfeliiletként dbrazolhato.

Felvet6dhet a kérdés, hogy mi torténik, ha v, = u.. Az eddigiek alapjan ez csak akkor
fordulhat el6 ha Ey = Ey, =0, azaz a térerGsségnek csak z-komponense van. llyenkor

értelemszerlien a hulldmszamvektor az x-y sikban marad. Mivel ez a Fresnel-sebességi
egyenletben ez ismét szingularitast okozna, ezt az esetet a tovabbi vizsgalatokbdl kizarjuk.

Ezeknek megfelel6en hatarozzuk meg a masik megoldast (449) alapjan:
k2 k2 k2

ui—vp ug—vg uf—vj

=0 (463)

Vizsgalédjunk csak az x-z sikban (k, := 0), hiszen z-re a kristaly Ggyis tengelyszimmetrikus, és
szorozzuk meg (463)-et a nevezbk szorzatdval (itt ezek mar nem lehetnek nullak). Az
egyszerUsités utdn ezt kapjuk:

k2(u2 —vi) +kZ(ud —vi) =0 (464)
Némi atalakitas utan:
2 2
k., u?
V=220 (465)
ky + k,

mivel a k2 4+ k2 = 1, ebbél ezt kapjuk:
V"2 = k2ug + kZul. (466)

Ez pedig egy negyedrendi gorbe, az un. ovalis (3D-ben ovaloid) egyenlete. Ha EZ =0, azaz
sz = 1, ez visszaadja a korabban kizart esetet is, hiszen ekkor Vg = U,. Ha uo > ue, akkor

pozitiv, ellenkezé esetben negativ kettéstorésrél beszélink (Id. 74. abra).

extraordinarius
sebesség

ordinarius
sebesség

74. abra. Fazisfellletek egytengely( kett8storés esetén.

Most nézziikk meg a k" hullamszamvektor hosszanak iranyfliggését. (466)-be a sebességek
helyére a n = ¢/vp alapjan a megfeleld torésmutatodkat beirva, c-vel egyszer(sitve:
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1 kB OR
— ==+ (467)

ng  ng

n

(2rt/Ao)?-el elosztva pedig a hulldmszamvektor-hosszat kapjuk meg adott iranyu
hulldmfrontnormalis esetén (ne felejtsiik el, hogy mind n” és k" értéke iranyfuggé!):

2 A2 2 2
1 k, k, ky® k.,
2 Tk kg (169
ami egy ellipszis egyenlete.
z extraordinarius

hullAmszam-vektor

kl
X
///// 77777777777777777 Q
beesd hullaimszam- ordindarius
vektor, izotrép kozeg, hulldmszam-vektor

polarizalatlan fény kozeghatar

75. abra. Fénytorés izotrop/anizotrép kozeg hataran.

Anyag no [-] ne [-]
CaCos; (kalcit) 1,658 1,486
SiO; (kvarc) 1,544 1,553

4. tablazat. Torésmutato-példak egytengelyl kettéstorés esetén
(szobahémérsékleten, A¢ = 588 nm-es hullamhosszon mérve).

14.7. Faziskéslelteto lemezek

14.8. Tovabbi anizotrop jelenségek (kieg. anyag)
Dikroizmus
Optikai aktivitas

Mechanikai feszlltség altal indukalt kettéstorés
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Ezuton szeretném kifejezni halas kdszonetemet kollégdimnak a jegyzet elkészitésében
nyujtott segitségiikért. Dr. Koppa Palnak az elektrodinamikai részek els6 verzidjanak
megirdsat, dr. Bardcsi Attildnak a polarizacios fejezet elsd verzidjanak elkészitését koszénom,
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dr. Kocsanyi Laszlonak pedig az aniotrdpiat targyald fejezet atnézéséért tartozom haldval.
Nagyon halas vagyok Dr. Richter Péternek az angol valtozat gondos lektoraldsdért mind a
nyelvtan, mind a fizika szempontjabdl.
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