Modern matematikai modszerek a fizikaban
Gyakorl6 feladatok - Megoldasok

1. feladat:
(a) A nevezd parcidlis tortekre bontdsa:
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A Laurent-sor az egyes tartomdnyokon:
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(b) A belsé fiiggvény zérushelyei:
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A belsé fiiggvény derivaltja a z€rushelyeken:

(22 —4x —5) =22 —4 — 20 —4|pu5 =6 20 —4|,—_; = —6
Ezzel az integral értéke:
/ (2 + 7~ 2)5(s? 4z — 5)dr = ¢ / (2 4+~ 2) [5(x —5) +6(x +1)]dr =
1 13
= 6(28 —2) = )
2. feladat:

(a) A nevezd parcidlis tortekre bontdsa:
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A Laurent-sor az egyes tartomdnyokon:
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(b) A belsé fiiggvény zérushelyei:

22=32242x =0 — 19 =0, 719 =
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A belsé fiiggvény derivaltja a zérushelyeken:

(2% —32* +22) =32 — 62 +2 — 32* —610+2,—0=2 32" —62+2[,— =1
327 — 62 + 2|pp = 2

Ezzel az integral értéke:

/ cos(mz)d (z® — 32® + 2z)da = % / cos(mz)[6(z) + 0 (z — 2)] dx+
+ / cos(mz)d(z — 1)dx = %(1 +1)-1=0
3. feladat:

(a) Az integralast a reziduum tétel segitségével végezziik el.

f(z) = ij_ = %, ahol g(z) = 2% és h(z) = 2* + 1

Az f(z) fiiggvény szinguldris pontjai:

h(z)=2"4+1=0 — 22*=-1 —= 22=4i
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A szingularis pontokat a komplex sikon az (1) dbra mutatja, a lehetséges in-
tegralasi konttrokkal egyiitt. A reziduumok az egyes pontokban:
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A konturt zarhatjuk a felsd (I'y) és az alsé (I'y) félsikon is. A félkor jaruléka
mindkét esetben 0 lesz, mivel az f fiiggvény nevezdjének fokszama kettSvel
nagyobb, mint a szdmldl6é (lasd gyakorlat). Ha a felsd félsikon zdrjuk a
konturt, akkor z; és z,, mig ha az alsén, akkor z, és z3 esik az integralasi
gorbén beliilre. Az integral mindkét esetben ugyanazt adja (fontos, hogy I';



negativ irdnyitottsagu):
[';-re integralva:
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1. abra. Szinguldris pontok a komplex sikon és a lehetséges integralasi kontirok.

(b) Ebben az esetben is a reziduum tételt hasznéljuk.

f(z) = Z4n1+ = ZE'Z ahol g(2) = 16 h(z) = 2" + 1

Az f(z) fiiggvény szinguldris pontjai:

h(z)=2"4+1=0 — 22""=-1 — "=

+ - j2k+1 o
z, = e i 2z, = —e' in k=0,1,...,2n—1




A z*-szal jelolt 2n darab szinguldris pont a felsG, mig a 2z~ -szal jel6lt tovab-

bi 2n darab szinguldris pont az als6 félsikon fekszik. A reziduumok a z*
pontokban:
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A kontur ebben az esetben is bezdrhaté mindkét félsikon, a félkorok jaruléka
nulla. A gorbét a fels6 félsikon zarva:
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A lim,_, [, hatarérték kiértékeléséhez célszeri a szummardl integraldsra
attérni:
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Gyorsabban is erre az eredményre juthatunk, amennyiben a hatarértéket az
integraldson beliilre vissziik:
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ahol kihasznéltuk, hogy
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4. feladat:

(a) Az integralast a reziduum tétel segitségével végezziik el.

f(z) = 262+ 1= %, ahol g(2) = 22 és h(z) = 25 + 1

Az f(z) fiiggvény szinguldris pontjai:

h(z)=2+1=0 — P=-1=¢" = zk:einglﬂ,k:O,l,...,5

A szinguldris pontokat a komplex sikon a (2) dbra mutatja, a lehetséges in-
tegralasi kontdrokkal egyiitt. A reziduumok az egyes pontokban:

9(2) _2_13_ 1 —3:le—i2’€2i7r

R — — i
es(f, 2) h'(z) 62} 6Zk 6

A kontdrt zarhatjuk a fels6 (I'y) és az als6 (I'y) félsikon is. A félkor jaruléka
mindkét esetben 0 lesz, mivel az f fiiggvény nevezGjének fokszdma tobb,
mint kettdvel nagyobb, mint a szamlaléé (1asd gyakorlat). Ha a felsd félsikon
zérjuk a konturt, akkor zy, 21 és 29, mig ha az alsén, akkor 23, 24 €s z5 esik az
integraldsi gorbén beliilre. Az integrdl mindkét esetben ugyanazt adja (fontos,
hogy I'; negativ irdnyitottsagu):

[';-re integralva:
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(b) A sin fiiggvényt két komplex fazis 0sszegeként felirva:
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2. dbra. Szingularis pontok a komplex sikon €s a lehetséges integrdldsi konturok.

Az integralt ebben az esetben is a reziduum tétel segitségével hatarozhatjuk
meg:
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Mivel a € R* igy az elsd tag kiértékelésekor az integréldsi konturt a fel-
s6 félsikon zdrhatjuk (mivel ekkor —alm(z) < 0, és igy a félkor jaruléka
eltlinik), mig a médsodik tag kiértékelésekor az alsén. Az integrdlok meghata-
rozdséhoz meg kell keresniink a szingularis pontokat és ki kell szamitanunk
a reziduumok értékét:

Ard=0 o H=—d=de" 5 5 =V2"T T k=0,1,2,3

A reziduumok:
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Res(fl,Zk) = = = — = ——
2i (A +4)|,_, 20 42 20 422
1 zefiza 1 Zkefizka 1 efizka
R R — E—— —
sl ) = 5 Giray . 20 4z 2i 42
Figyelembe véve, hogy a felso félsikon zp = 1 + 17 és z; = —1 + ¢, mig az
alsén zo = —1—1 és z3 = 1 —1 a szinguldris pontok, és, hogy az alsé félsikon

zarva a konturt, annak irdnyitottsdga negativ, a kovetkez6t kapjuk:
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Azaz valoban

x sin(ax) T _, . n
/ Wdz = 5e sin(a) (a € RT)
5. feladat:
(a) Az

f'(@) +2f'(x) + f(x) = 20(x) + &' (x)
egyenletbdl leolvasva az egyiitthatkat (a gyakorlaton hasznalt jeloléssel):
a=1,b=2c=1, m=2,n=1
Ezek alapjdn a kezdofeltételek:

2(0)+22(0)=2 | 2(0)=1
2(0)=1 =0

A differencidl egyenlet z(x)-re:
2(x) 4+ 22 () + z(x) =0

(b) Az eredeti egyenlet Fourier-transzformaéltjat véve:

((—is)? +2(—is) + 1) f(s) = \/%_W(Q 4 (—is))
. 1 2-is 1 —i(s+2i) 1 [ i 1
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Az inverz Fourier-transzforméacio:
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Az integrélt a Cauchy-féle integralformuldval értékeljiik ki. Amennyiben
x < 0 a kontdrt a felsé félsikon kell zarnunk ahhoz, hogy a félkor jarulé-
ka eltlinjon. Mivel a fels6 félsikon az integrandus analitikus, az eredmény O
lesz. Amennyiben x > 0, a konturt az alsé félsikon kell zarnunk (ebben az
esetben a gorbe negativ irdnyitottsagu):
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Tehat a megoldas:

f(z) =O(x)e" (1 +2)
Ellendrizhetd, hogy ez a fliggvény kielégiti a megadott differencidl egyenletet
és a megfelel$ kezdofeltételeket.

6. feladat:

(a) A
3f"(x) +4f'(x) + f(x) = d(x) — 30 (x)

egyenletbdl leolvasva az egyiitthatokat (a gyakorlaton hasznalt jeloléssel):
a=3,b=4c=1,m=1, n=-3
Ezek alapjin a kezdofeltételek:
32/(0) + 42(0) = 1 } 2(0) = —1
32(0) = -3 =
A differencidl egyenlet z(x)-re:

32" (x) + 42 (x) + 2(x) =0
(b) Az eredeti egyenlet Fourier-transzformaltjat véve:
o 1
3(—is)? +4(—is) + 1) f(s) = —=(1 — 3(—is
(3(is)? + (i) + 1) f(5) = =1~ 3(~is))
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Az inverz Fourier-transzforméacio:
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Az integrélt a Cauchy-féle integrdlformuldval értékeljiik ki. Amennyiben
x < 0 a kontdrt a felsé félsikon kell zadrnunk ahhoz, hogy a félkor jarulé-
ka eltlinjon. Mivel a fels6 félsikon az integrandus analitikus, az eredmény O
lesz. Amennyiben x > 0, a konturt az alsé félsikon kell zarnunk (ebben az
esetben a gorbe negativ irdnyitottsagu):
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Tehat a megoldas:
fz) = O(z)(e™/* —2e77)

Ellendrizhetd, hogy ez a fliggvény kielégiti a megadott differencidl egyenletet
és a megfelel6 kezdofeltételeket.

7. feladat:

(a) A
2(z) +3z(x) =" z(0) =1

egyenletbdl leolvasva az egyiitthatokat (a gyakorlaton hasznalt jeloléssel):

Ebbdl azonnal adédik, hogy:
n=az(0)=0 m = az'(0) +bz(0) =1
Azaz a megfelel6 disztribicids egyenlet:

(@) +3f(x) =0O(x)e ™ + 0(x)

(b) A disztribucids egyenlet Fourier-transzformaéltjat véve:

—_——

( —1s+ 3)f(8) =0O(z)e ™ + E

5

Az inhomogén tag Fourier-transzformaltja:

— 1 7 ) 1 ¥ )
Oz)e ™ = —— [ "O(z)e ®dr = — [ ™ Vody =
(z) o (z) o
—00 0
1 [eﬁsmr 111
CVerlis—1], Voml—is \2rs+i

Igy f(s) kifejezhets:

f<3):¢127(3i¢3+(¢+s)§3—zs) \/12—%(3215 (i—|—8)§3i+8)):

1 i i 1 1 1
_\/271'(37;4-8_5‘32‘—0—8 2 i+s 2\/27r<3i+3+i—|—s)

Az inverz Fourier-transzformacio:
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-— [ dse™"* - + :
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Az integralt a Cauchy-féle integralformulaval értékeljiik ki. Amennyiben
x < 0 a konturt a fels6 félsikon kell zarnunk ahhoz, hogy a félkor jarulé-
ka eltlinjon. Mivel a fels6 félsikon az integrandus analitikus, az eredmény 0
lesz. Amennyiben x > 0, a konturt az alsé félsikon kell zdrnunk (ebben az
esetben a gorbe negativ irdnyitottsagu):

flz) = %@(x) ij{dse—m 1 ‘+1@(93) ij{dse—isx L

271 s+t 2 ng s+ 3t

-~ -~
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1
- 5@@) (e + %)

Tehat a megoldas:
1
fl@) = 50@) (e + )

Ellendrizhetd, hogy ez a fiiggvény kielégiti a megadott differencidl egyenletet
és a megfelel6 kezdofeltételt.
A Green-fiiggvény meghatdrozdsahoz az alabbi egyenletet kell megoldanunk:

G'(z) + 3G(x) = d(x)
Az egyenlet Fourier-transzformaltjat véve:

| . | . 1
(—zs+3)G(5):E - G(S):E3i+s

Az inverz transzforméciot elvégezve:

1 - 1
d —18T d —18T —3x
G I \/_ / se G ) 2 i Se —S 3 = @(x)e

Az inhomogén egyenlet megolddsahoz a Green-fiiggvényt konvolvalnunk kell
az inhomogén taggal, g(x) = O(z)e™" + §(x)-szel:

f(x) = (Gxg)(x) = / G(y)g(z — y)dy = / Oy)e ™ (O(z — y)e ¥ + 6(x — y))dy =
= O(z)e™ / 2y + / “W(x — y)dy = O(x)e” " [%] ) + O(z)e ™ =

= O(x) (e; - e—23x - 31) _ %@( Y™ + )

Azaz a Green-fiiggvényes modszerrel is ugyanazt az eredményt kaptuk.



