Gyakorlé feladatok

1. feladat: Mutassuk meg, hogy egy X Hilbert térben tetszéleges =,y € X
esetén x | y akkor és csak akkor ha

Iz —ayll = llz +ayll,  VaeC.

2. feladat: Mutassuk meg, hogy egy X Hilbert térbeli (z,,) sorozatra ||x,|| —
||z|| és (xn,y) — (x,y) esetén x, — z is teljesiil.

3. feladat: A parallelogramma egyenléség felhaszndldsaval mutassuk meg,
hogy
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Iz = 2+ 11z = o1l = 5lle =yl +2l1z = Sz + )|

4. feladat: Tekintsiik az X = {z(¢t) € L?[0, 1]|z(0) = =(1)} Hilbert teret ahol
a skaldrszorzat

(z,y) = / T(t)y(t)dt.

Legyen z(t) = t € X! Tudva, hogy e,(t) = €™ n € Z egy X-beli totdlis
ortonormadlt sorozatot alkot, a Parseval formula segitségével mutassuk meg, hogy
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5. feladat: Szdmoljuk ki az (2 térbeli normét az v = (£1,&,...,&,...) € (2
elemre ha 1. §, = 2772 és 2. &, = 7!

6. feladat: Legyen rogzitett n esetén {ej, eq,...,e,} egy X-beli ortonormalt
halmaz és x € X rogzitett. Tekintsiik az y = aje; + ases + - - - + aye, linedris
kombindciét ahol a; € C véltozék. Ekkor ||z — y|| mint egy komplex n valtozés
F(ay, o, ..., «ap) figgvény dll el6. Mutassuk meg, hogy F' minimélis akkor és
csak akkor ha

a; = (e, x), ji=12,...n.

7. feladat: Szamoljuk ki a
dn

= %[(ﬂ —1)" € L*[-1,1]

Pn(t)



polinomok ||p,|| norm4jat mint az n fiiggvényét az (L*[—1,1], (-, -)) Hilbert térben

ahol
1

@) =[xt
“1
Segitség: Legyen u(t) = t*> — 1. Ekkor p,(t) = (u™)™, ahol (n) a t-szerinti
n-dik derivéltat jelenti. Figyeljiik meg, hogy (u"))(£1) = 0 amennyiben j =
1,2,...n—16és (u")® = (2n)! Integraljunk n-szer parcidlisan.

8. feladat: Bizonyitsuk be az aldbbi, igynevezett polarizaciés identitést!
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My,z) =Y iz + iy, z +ity)
k=0

9. feladat: A polarizdcids identitdst felhaszndlva mutassuk meg, hogy ha U
izometrikus operétor (||Ux|| = ||x||), akkor a skaldrszorzatot is 6rzi ((Uy, Uz) =

(y, ).

10. feladat: Mutassuk meg, hogy ha U rdképezés és 6rzi a skaldrszorzatot akkor
U unitér.

11. feladat: Mutassuk meg , hogy az X Hilbert téren haté 7" korlatos lineéris
operéatorra igaz, hogy

Tl = Sup |(z, Tz)|



12. feladat: Tekintsiik az (X, (-, -)) Hilbert teret, ahol X = L*(R) és

o

(2,y) = / @bt

Tudjuk, hogy X-en az z,, sorozat ahol
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teljes ortonormdlt rendszert alkot (totalis ortonormdlt sorozat). Legyen 1" az alabbi

linedris operétor
1 d
T=—|t+—
V2 < i dt)

mely a sorozat elemein az alabbi mddon hat:

T (t) = 74 H,(t)e

Tx, = V/NTp_1, n=123,..., Txy=0.

A Hermite polinomok tulajdonsigainak felhaszndldsdval igazoljuk ezt! Mi lesz a
T adjungéltja és hogyan hat az z,, bazisvektorokon? Az adjungalt ismeretében
szamoljuk ki az

(2, Sxy)

d2'

skalarszorzat értékét, ahol S = — =)

13. feladat: Irja fel az

A=) f"—tf'+n°f=0, te[-1,1]

Csebisev egyenlet Sturm-Liouville alakjat! Mi lesz a sulyfiiggvény?

Szamolja ki az
fo(t) =1, ht) =t

polinomok normdjat! Mutassuk meg, hogy ezek ortogonalisak!

14. feladat: A [—1, 1] intervallumon ortogonalis fiiggvényrendszert alkot poli-
nomokat Legendre-polinomoknak nevezziik (P, ()). Az ortogonalitdsi reldcié
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(P, Pp) = /dtPn(t)Pm(t)

ahol 9,,,,, a Kronecker-delta.

(a) Szamolja ki a fenti ortogonalitasi relaciéval definidlt polinomrendszer P,(t)
és P3(t) elemeit, ha tudjuk hogy Fy(t) =1 és Pi(t) =t.



(b) A Legendre-polinomokat a g(t, u) generatorfiiggvénnyel is definidlhatjuk:

x,t P,(
9l 1) = \/1—2tu+u2 Z

tehat a generdtorfiiggvény u valtozdban vett Taylor-kifejtésének egyiitthatoiként.
Kihasznalva az ortogonalitdsi relaciot, olvassa le a

<Pm,g(t,u)>

skalarszorzat értékét! Ellendrizze az eredményt az integral explicit elvégzésével
m =0, 1-re!

(c) Szamoljaki mosta Py (t), k = 0, 1, 2 Legendre-polinomokat igy, hogy Taylor-
sorba fejti a g(t, u) fiiggvényt!

15. feladat: Tekintsiik a (X, (-,-)) Hilbert teret ahol X az egységgémbon
értelmezett kétvaltozos a sin Adfdp mértékre négyzetesen integralhat6 (gomb) fiigg-
vények tere, €s tekintsiik a

T = —dFE cosb.

operatort ahol d és E pozitiv valos konstansok!
(a) Szadmoljuk ki az al4bbi skaldrszorzatokat:
Y, TY,") LU e{1,2}, m=1

ahol
Y10 <p):—1/isin66w Y5 (0 @):—\/Esinecoséew !
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(b) Legyenek A, B, C' az X Hilbert téren hato linedris operatorok ahol
C=A"A+B(B-1).

Tudjuk azt is, hogy B és C' 6nadjungaltak és az Y, gombfiiggvények kozos
sajatfuggvényeik m illetve [(l + 1) sajatértékekkel. Végezetill azt is tudjuk,
hogy

A}/lm — Nle;m_l

ahol N/™ egy normalasi faktor. Hatarozzuk meg | N;"|-et!



